EC-S Chap. 3 : Exercices
EXERCICE 1 Vra: ou faux
Les nombres considérés étant complexes, est-il vrai que :
1 1 z
1. |z]=1 < Zz=- 4, —=— siz#0
n n z 22 .
2. Re(sz>:ZRe(zk) 5. ;:W si z#0
k= k=
1 : 6. Sizn#0 Re () = Re()
3. Avecz=a+ib,ona|z|=1 < d>+b* =1 + Siz2 #0,0na Re 2 ) Re(z)
SOLUTION :
1. |2|=1 << z=—
1
ViaicarZ= - <= z2xzZ=1 <= [2|?=1 <= |z| =1 car le module est toujours positif.
z
n n
2. Re (Z Zk> = Z Re(zk)
k=1 k=1
Vrai cette propriété est vraie pour deux complexes, et se généralise & n par une récurrence immeédiate.
3. Avecz=a+ibyona|z|=1 < > +b* =1
Vrai 2| =1 <= |z =1 <= >+ =1
1 z
4. — = — siz#0
z 7
1 z . .
Faux — = W ; la formule proposée est fausse si z = 2 par exemple.
z z
= =2
Z Z
5, - = — siz#0
z |2
Vrai Il suffit de multiplier par Z le numérateur et le dénominateur de la fraction z pour trouver 1’égalité
z
oz zZ
proposée : — = —
z |z
z Re(z
6. Si 2z #0,0n a Re ) = (1)
V) Re(zz)

Faux D’ailleurs, la formule n’a pas de sens si z1 = 1 et 2o = 1.

EXERCICE 2
Résoudre dans C les équations :

1. 22 432-4=0 4. 322 +32-4=0
2. 22 4+3244=0 5. 5224324+4=0
3. 22 4322-4=0 6. 321 +322-4=0
SOLUTION :
1. 2°4+32-4=0
solution : A = 25 et les racines sont z; = 1 et 29 = —4. autre méthode : trouver z; = 1 comme racine
évidente, et trouver 'autre par la relation z; X zo = %
2. 2243244=0
-3+ V7 -3 —iV7
solution : A = —7 et les racines sont z; = %\/_ et zo = sz/_
3. 24 4+322-4=0
solution : se servir de la question 1, ona 22 =1 ou 22 = —4. Donc z =1ou z = —1 ou z = 2i ou z = —2i.
4. 322432-4=0
-3+ 57 —3 — /57
solution : A = 57 et les racines sont z; = +T et zo = Er—
5. 522 +324+44=0
-3+ 1iV71 -3 —1/71
solution : A = —71 et les racines sont z; = —orvi et zo = o
10 10
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6. 322 +322-4=0
—3+\/_ 5 —3—\/§

solution : se servir de la question 4, on a z2 positif, ou 2= = négatif.

| =3+ /57 /73+ /3+\/_ /3+
Donc z = Tou

EXERCICE 3
Aprés avoir cherché une racine évidente, résoudre dans C les équations :

1. 5234+322-8=0
2. 52541524 4+322 4922 -42-12=0

SOLUTION :

1. z = 1 est une racine évidente, et on a la factorisation : 52° 4+ 322 — 8 = (2 — 1)(52% + 8z + 8).
Donc 52° +32* =8 =0ssi 2 =1 ou 52° + 82+ 8 = 0.

—4 4 2iV/6 —4 —2i\/6
Ontrouvezzlouz:fouz:f
2. z = —3 est une racine "évidente", et on a la factorisation :

525 41521 4323 + 922 — 42 — 12 = (2 + 3)(52* + 322 — 4).
1/ 1
On a finalement 5 solutions possibles : z = —3 ou z = T —304 10v89 ou z = 0 —30 4 10v/89 ou

1 1
z:—ﬁi 30 4+ 10v89 ouz:ﬁi 30 4+ 10v89
EXERCICE 4 .
Si n > 2 est fixe, on définit pour k € Zwy =e » .

1. Résoudre ’équation wy = wy d’inconnue k et £.
2. En déduire que {wy, | k€Z}={wr | 0<k <n-—1}.

n—1
3. Quelle est la valeur de S = Z wi ?
k=0
SOLUTION :
il it 2k 20 kL
1wy =wp = en =en —W:—F[Qw] = —=—[1] < k=/{][n]
n n n n
2. Par conséquent wy = Wi4pn = Witon... €6 on a donc
{wp | k€Z}={wr | 0<k<n-1}
Tout en remarquant que les complexes de {wr, | 0 < k < n — 1} sont 2 & 2 distincts car arg (wy) =
ik 2km
arg (627]f ) = € [0;2x[, sont 2 & 2 distincts dans [0; 27].

n—1 -
3. S = Z Wi = Z = = Z (e n ) est la somme des termes d’une suite géométrique de raison e #1
= = k=0

car n > 2.

n
1—(671) 2ix \ ;
Donc S =1 x 177 :0;car (GT) 262“7:1.

EXERCICE 5

1. Soit z € R fixé, n € N*, en remarquant que 1’on peut factoriser par I’angle moitié :

et 4 1 = ¢in3 (ei"% + e_i”%) = e'n (2 cos (n;))

donner le module et un argument du nombre complexe Z = ¢"* + 1. Faire de méme avec Zy = "% — 1.

1— einz
2. En vous inspirant de ce qui précéde, quelle est le module et un argument de Z = 1 o ?
— €

SOLUTION :
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1.
e 41 =¢n3 (™2 + eﬂ”%) =ein? (2 cos (n—))
On a donc trois cas :
x ; x ; x
e Sion a cos (ni) > 0 alors ‘e””” + 1‘ = 2cos (ni) et arg (e +1) = ny [27].
e Si on a cos (ng) < 0 alors ™" + 1| =2 ‘cos (ng)‘ et arg (e +1) =7+ ng [27].
e Si on a cos (ng) =0 alors €® + 1 = 0; son module est nul et il n’a pas d’argument.
On fait de méme pour le complexe e* — 1
et — 1 =¢i"% (ei"% — e_i"%) =¢i"3 (2i sin (ng)) — ¢i(n5+5) (2 sin (ng))
On a donc trois cas :
. . x ; . x ; x w
e Sion a sin (n§) > 0 alors ‘e””” — 1| = 2sin (n§) et arg (e — 1) = ny + 5 [27].
e Si on a sin (ng) < 0 alors | — 1| = 2|sin (ng)‘ et arg (e +1) =7 + ng + g [27].
e Sion a sin (ng) =0 alors €® 4+ 1 = 0; son module est nul et il n’a pas d’argument.
5. 7 — 1-— eiéz _ emi (617-15 - e*tlf) _ emi (21 sin (n%)) _ in—1)% sin (n%)
1—e¢@ €' (e'? —e7'2) e'% (2isin (2)) sin (£)

On a alors 3 cas :

o Siona M > 0 alors |Z| = Sm(ﬂ et arg (Z) = (n — 1) [2a].
n(3) sin (3) 2
e Siona M < 0 alors |Z] = Sl?l (n3) et arg (Z) = (n — 1)E + 7 [27].
sin (%) sin (%) 2
e Sion a Siona % = 0 alors Z = 0; son module est nul et il n’a pas d’argument.
Sin b)

EXERCICE 6 n
Soit z € R fixé, sachant que cos(kz) = Re (e*7), calculer S = Z cos(kx).

k=0
De méme, calculer T' = i sin(kx)
Remarque : on aura bes]éi:ﬁ) de discuter selon les valeurs de z.
SOLUEION : . . .
S = Zcos(k:z) = Z Re (¢'*) = Re (Z eikx> =Re (Z (e”)k>.
k=0 k=0 k=0 k=0

n
Si e =1 alors Ze“”:nJrl, et S=n+1.
k=0

n
Sinon E e™ est la somme des termes d’une suite géométrique de raison e # 1, et on a :

k=0
1— ei(n-l—l)m

n

E eht =1 x ——
1—e®

k=0

En utilisant la méthode de factorisation de I’angle moitié, on a :

. C(ntDa . (nt+Dax (ntDe 95 (n+1)z . (n+1)zx
n . 1— ez(n—i-l)z el 3 e~ g — el . 27 sin (—2 ne Sin s
E RT - = — X — — :612 :6127
_ plx iy —iy iy 95 x : x
P 1—e ez e 2 —e'2 2251n(2) sm(2)
. 1
DLk nay S ((n+2 )z)
de sorte que S = Re E (e")" | = cos (7) — .
pars sin (3)

De méme, 7= 3 sinfkr) = 3 Im (¢*) = Im (Z ) o ( <eif>k>'
k=0 k=0

k=0 k=0

Si ¢ =1 alors Ze“” =n+1,et T =0.
k=0

©JP SPRIET 3/9



EC-S Chap. 3 : Exercices

n
Sinon E e™™ est la somme des termes d’une suite géométrique de raison e # 1, et on a :

k=0
1— ei(n-l—l)m

1— e

utilisant la méthode de factorisation de ’angle moitié, on a :
. ( (n+1)z )
v Sin s

ikx i
. T
Sin (5)
sin (—("21)1)

e =¢
de sorte que 7' = Im (Z (e”)k> = sin (%) W
sin (Z

k=0 2

ehr =1 x

- FI1-

=~
Il

0

EXERCICE 7 .
Donner la formule d’Euler. Linéariser cos(t)? et sin(t)®. En déduire / cos(t)? dt et / sin(t)? dt.

—T -7

™

Pouvait-on prévoir ces résultats ?

SOLUTION :
eit + eiit 3 1 . . . . . . 1 . . . .
COS(t)B — ( 5 ) — ? (eBZt 4 3e2zt671t + 36”672“ + 673115) — ﬁ (631t + 3€zt + 367” + 673115)
1 1
cos(t)® = 3 (2cos(3t) + 3 x 2cos(t)) = 1 (cos(3t) + 3 cos(t))

1/1
Une primitive de cos(t)® est donc 1 <§ sin(3t) + 3sin(t)>.

Donc / cos(t)® dt =0

—T

1
(2i)

(e?n't _ 3eit 4 geit _ e—3it)

w

, i 3
sin(t)3 _ et —e " _ 1 (eSit _ 32itg—it | gt =2t _ e—3it) _
B 2i o (2d)3 N

sin(t)? = (2isin(3t) — 3 x 2isin(t)) = %1 (sin(3t) — 3sin(t))

L

(20)3
-1 /-1

Une primitive de sin(¢)? est donc e (? cos(3t) + 3cos(t)).

™
Donc / sin(t)®dt = 0, ce qui est prévisible s’agissant de Iintégrale d’une fonction impaire sur l'intervalle
-7
[—m; 7).

EXERCICE 8

A T’aide de la formule de Moivre, exprimer cos(4z) en fonction des puissances de cos(x) et sin(z) puis uniquement
en fonction de celles de cos(x).

A T’aide de la formule de Moivre, exprimer sin(5x) en fonction des puissances de cos(z) et sin(x) puis uniquement
en fonction de celles de sin(x).

SOLUTION :

cos(4x) = Re (ei(‘u)) = Re ((e”)4) = Re ((cos(x) +i sin(m))4)

Et on développe la puissance :

cos(4z) = Re (cos*(z) + 4 cos®(z)(isin(z)) + 6 cos?(z) (i sin(x))? + 4 cos(z) (i sin(z))® + (isin(z))*)
cos(4x) = cos () — 6 cos?(x) sin?(z) + sin*(z)

cos(4x) = cos*(z) — 6 cos?(x)(1 — cos*(x)) + (1 — cos*(x))? = 8cos* () — 8 cos®(x) + 1

on fait de méme, mais avec la partie imaginaire :

sin(5z) = Im (ei(sz)) =Im ((eim)s) =TIm ((cos(x) +i sin(m))5)

Et on développe la puissance :

sin(5z) = Im (cos’ (z) + 5 cos* (z) (i sin(z)) + 10 cos® (z) (i sin(z))? + 10 cos® (z) (i sin(z))* + 5 cos(z) (i sin(z))* + (i sin(z))®)
sin(5x) = 5 cos?(z) sin(z) — 10 cos?(z) sin®(z) + sin®(x)

sin(5z) = 5(1 — sin®(z))? sin(z) — 10(1 — sin*(x)) sin®(x) + sin®(z) = 16sin’ (x) — 20 sin®(x) + 5sin(z)
EXERCICE 9

Si t € R, montrer que

cos(t)? = 4ip ((2;’) + 22 (QP) cos((2p — 2k) t))
cos(t)2r 1 = 4_1p (é (217]:- 1) cos((2p — 2k + 1) t)) _ 4—11, Jz: (2;”;) cos((2j + 1))
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SOLUTION : ) )
it | —it\ 2P P i
o (€ Te _ 20\ (op—k)it —kit | _ L1 2p\ (2p—2n)it
cos(t)P = (72 ) = 3% Z L )€ e =5 Z L )€
k=0 k=0
1 [%= /2 2 2012
En divisant cette somme en 3 morceaux, on a : cos(t)? = — P e(2p=2k)it 4 b + Z P) (2p—2myit
4 k=0 K p k=p+1 K
= =p

sur la derniére somme, on procéde au changement d’indice ¢ = 2p — k

2p p—1 p—1
217) (2p—2k)it ( 2p ) —(2p—20)it (217) —(2p—20)it P . A
E e = E e = E e par symétrie des coefficients du binéme.
k=p+1 (k (=0 2p—¢ =0 ¢

De telle sorte que ’on peut regrouper les deux sommes sous la forme

p—1
COS(t)Qp = 4% (Z (%5) (e(QP—Qk)it 4 e_(2p—2k)it) 4 (217))
p

k=0
et on reconnait la formule d’Euler, d’ou :

)

Pour cos(t)??*!, on fait de méme... mais il n’y aura plus de constante, et on trouve :

cos(t)?PT! = 22;+1 (22 (2p2— 1) cos((2p — 2k + 1)t)> = 4% (Z (217]:' 1) cos((2p — 2k + 1)t)>

k=0 k=0

EXERCICE 10

Si t € R, montrer que
P

sin(t)2 ! = 4ip ;)(_1)1)% (27’; 1) sin((2p — 2k + 1)1)

. , . L . ™ . .
de deux maniéres : en vous servant de I’exercice précédent et en utilisant que cos (5 — t) = sin(t) ; et directement

a Paide des formules d’Euler.

SOLUTION : -
T m P

sin(t) = cos (5 - t) donc sin(t)**! = cos (5 - t)

et d’aprés I'exercice précédent, on a :

o (5)" =g (S ()20 (5-1)

et cos ((2p72k+ 1) (g ft)) = cos ((pfk)er g —(2p—2k+ l)t) = (=1)P"%cos (g - (2p72k+1)t) =

(—1)P~*sin ((2p — 2k + 1) 1)
On peut remarquer que (—1)?~% = (=1)P**. D’ou la formule :

1 < 2p+1
snfe)r+ = 45 S0 (* 7 sing(zp - 264 1)
k=0
Sinon, utiliser la formule d’Euler :
eit _ it 2p+1
sin(t)?t = (27) et développer intelligemment (c’est & dire en se servant de la symétrie des
1

coefficients du binome, et en retrouvant des formule d’Euler).

EXERCICE 11

1
1. Si z est un complexe de module 1 alors justifier que Z = —. La réciproque est-elle vraie?
z

. 21+ =
2. Si z; et zy sont deux complexes de module 1 et tels que z; 2o # —1, montrer que Z = 1_1‘_72 est un
21 22
réel.
SOLUTION :

0

1. Si|z| =1 alors z = ¢, avec § € R.

. 1 .
Et on a z = e % tandis que - = — = ¢~ %,
z  eif
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1

La réciproque est vraie : Z = — implique par produit en croix que zZ = 1, soit |z|> = 1, et donc |z| = 1
2

car un module est toujours positif.

2. On montre que Z est un réel en montrant que Z = Z.

1 2
On se sert du fait que z1 et zo sont deux complexes de module 1 donc zy = — et z5 = —
21 z2
et on a:
7-1t2 _ g
1 + 21 29
EXERCICE 12
1. Trouver les complexes Z = e’ r > 0 et 6 € R tels que Z7 = 1.
2. En déduire, dans C, les solutions de I’équation 2T = (z414)"
Indication : ne pas oublier de discuter des conditions sur z.
SOLUTION :
. ) P =1 r=1
1.SiZ=re" ,r>0ect0cR alors Z"=1 < e =1 «— = 2m
70 =0 [27] 0=0 ~

-2k

Ainsi, Z" =1 <= Z =¢""7 aveck € [0;6], et on a alors 7 solutions distinctes.

2. Si z € C, z = —i n’est pas solution de Péquation 27 = (z 4 14)".

7
Donc 27 = (z +1i)7 «— ( : ) =1.
zZ+1

7
D’apres la question précédente, on a 1’équivalence (T) =1 < (
z 1

2km 2km

>ei7 = z=(z+1i)e" 7

Soit k € [0; 6] fixé, on a : <

z+1
Si k =0 alors il n’y a pas de solution car ’équation devient 0z = it
Sik € [1;6], alors 1 — et #0,et z = e S = .ze' — = c +— avec les formules de I'angle

» 1—e'"7 f2zsm(7) 2sin (7)
moitié.
. —eiF —cos (%) 1.

On a donc 6 solutions : z = — = — — —j avec k € [[1;6].

251n(k—”) 251n(k—”) 2

7 7

EXERCICE 13
Si z € C est de module 1, exprimer le module et un argument des nombres suivants en fonction de ceux de z :

14z et 142

SOLUTION :

z de module 1 s’écrit z = €%

, avec et 0 €] — ;7.

_ _ . _ _ 0
Alors avec les formules de I'angle moitié, on a: 142z =1+ ¢ = e'? (eﬂ% + eZg) = ¢i® (2 cos (5))

0 - 0
Or 0 €] — 7r; 7] donc 3 € } TW; g}, et donc cos <§> > 0. On a alors deux cas :

oSiOzﬂalorscos(g):0etdonc1—|—z:0.

. 0 -7 T 0
e Sinon, 6 €] — m; 7| donc 3 € } Rk {, et donc cos <§> > 0.

D’ou |1 + z| = 2cos <g) et arg(l +z) = g [27].

On remarque ensuite que 1+ Z est le conjugué de 1 + z donc ils ont le méme module et un argument opposé (si
142z #0). On a donc les deux mémes sous cas :
eSif=malors1+zZ=0.

e Sinon 0 €] — m; [ alors |1 + Z| = 2 cos (g) etarg(l+z)=—= g [27]
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EXERCICE 14

1. Trouver les complexes Z = e’ r > 0 et 6 € R tels que Z" = 1.

2. En déduire, dans C, les solutions de I’équation
+D)"+(z-1)"=0
+1)"—(=-1)"=0

Indication : ne pas oublier de discuter des conditions sur z.

SOLUTION :

n 1 T:1

1.SiZ=re" ,r>0et0cR, alors Z" =1 <« e =1 — "= — 2m
nd =0 [27] 6=0

n
2km

Ainsi, Z" =1 <= Z =¢'"n avec k € [0;n — 1], et on a alors n solutions distinctes.
2. e Résolvons l'équation (z +1)" — (z—1)" =0

+1)"—=-1)"=0 < +1)"=(z—-1)"
Si z € C, z = 1 n’est pas solution de I’équation (z + 1)" = (z — 1)™.

1 n
Donc (z4+1)" = (2 —1)" — (Z+1) =1
o

n\" 1 Y.
D’aprés la question précédente, on a 1’équivalence (ZJF > =1 = <Z + ) = ez%, avec k €

z—1 z—1
[0;n —1].
Soit k € [0;n—1] fixé, on a : (%) =™ = 241= (zfl)el% = z (1 - ez%) =_1—¢*
- _
Si k =0 alors il n’y a pas de solution car ’équation devient 0z = —2.
ke _jkx ke
. o _ j2ex 7*1*672%77‘-761”(_61”_61”)7*QCOS(%) B
Sike[l;n—1], alors 1 —e'™» #0,et z = = o — —- = — =
1—¢e"n et (6—17 _ ez—) —21sin (7)
; km
—icos (&£
#(ﬂ") avec les formules de I'angle moitié.
n ()
. —1 Cos (k—”)
On a donc n — 1 solutions : z = Tﬁ’s avec k € [1;n — 1].
S (| —
n

e Résolvons équation (z+1)" 4+ (2 —1)" =0

n

(z4+1)"+(z=1)" =0 <= (24+1)" = —(2—1)" < (z+1)" =" (2—1)" < (2+1)" = (e'" (2 — 1))
Si 2 € C, z = 1 nest pas solution de 'équation (2 +1)" = (&' (z — 1))".

Donc (2 + 1" = (¢F(:~1)" = () =1

1 " 1 oo
D’aprés la question précédente, on a 1’équivalence Wz; =1 < L = ez%, avec
en(z—1) en(z—1)

i
ke [0;n—1].
. , z+1 j 2km i j 2k ; 2kt
Soit k € [0;n—1] fixé, on a : (ﬁ) = = ztl=cn(z-1)e"" = z (1 _ it ) =
e'n(z —
. (2k+1)
T
(2k41)m i(2k2+1)7r i (2k2+1)7r ,L-(2k2+1)7r
 (2k+1)w —1—e"" = € " —€ " —¢€ "
i “n— et = = =
Sik e [0;n—1],alors1—e # 0, et donc z NETEnE N N N
1-— n e’ 2n (eiZ 2n —e' T an )

—2cos (—(%QJ:)W) —i coS (—(%QJ:)W)

= avec les formules de ’angle moitié.
—2i sin (—(%2"—1)”) sin (—(%2"—1)”)
n n

—icos (—(%;:)W)
avec k € [0;n — 1].

. 2k+1)m
s (25201

On a donc n solutions : z =
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EXERCICE 15

Soient z; et z2 deux complexes non nuls, justifier que |21 — 22| < |21| + |22] et préciser le cas d’égalité.

En déduire que pour tous complexes z1 et z3 non nuls, on a |21 + 22| < |z1| + |22] et préciser le cas d’égalité.
Soient z1, zo et z3 trois complexes non nuls, justifier que

|21 + 22 + 23] < |21 + 22| + |23] < |21| + |22| + |23] et préciser le cas d’égaliteé.

SOLUTION :
|21 — 22| < |z1] + |22| représente l'inégalité triangulaire :
si A; est le point d’affixe z1 et As est le point d’affixe z5 et O Dorigine du repére, on a

|21 — 22| < |z1| + |22] <= A142 < A0+ OA;

ce qui est précisément I’'inégalité triangulaire pour le triangle OA; As.

On a l’égalité si et seulement si le triangle est aplati et que O € [A;As], c’est & dire ssi I'un des complexes z;
ou z3 est nul ou bien s'ils sont tous deux non nuls et d’argument arg(ze) = 7 + arg(z1) [27].

En appliquant l'inégalité précédente & —zo, on a :

21 + 22| = |21 — (=22)| < |21] + | — 225 or | = 22| = [22]. Donc |21 + 22| < |21] + |22

On a ’égalité si et seulement si le triangle OA; A}, o A} est le point d’affixe —z3 (donc le symétrique de As
par rapport a lorigine) est aplati et que O € [A; A}], c’est & dire ssi 'un des complexes 21 ou 2z est nul ou bien
s’ils sont tous deux non nuls et d’argument égaux arg(zz) = arg(z1) [27].

Soient z1, 2o et z3 trois complexes non nuls, en appliquant deux fois de suite 'inégalité triangulaire, on a :
|21 4 22| + 23] < |21] + |22] et |21 + 22 + 23] < |21 + 22| + 23]

Donc |21 + 22 + 23] < |21 + 22| + |23] < |21 + [22] + |23].

On a |Zl +22+23| = |Zl|+|2’2|+|2’3| ssi |Zl +22+23| = |Zl+22|+ |23| = |Zl|+|2’2|+|2’3| ssi |Zl+22| = |Zl|+|2’2|
et, |Zl —+ V) +23| = |Zl +22| —+ |2’3|
|21 + 22| = |21| + |22] et |21 + 22 + 23| = |21 + 22| + |23] ssi 'un des complexes z; ou z5 est nul ou bien s’ils sont

tous deux non nuls et d’argument égaux arg(z2) = arg(z1) [27] et 'un des complexes z; + z2 ou z3 est nul ou
bien s’ils sont tous deux non nuls et d’argument égaux arg(z; + 22) = arg(z3) [27]
Si on exclut le cas ot 'un des complexes est nul, on a I’égalité ssi leurs arguments sont égaux modulo 27.
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