
EC-S Chap. 3 : Exeries

Exerie 1 Vrai ou faux

Les nombres onsidérés étant omplexes, est-il vrai que :

1. |z| = 1 ⇐⇒ z =
1

z

2. Re

(

n
∑

k=1

zk

)

=

n
∑

k=1

Re(zk)

3. Ave z = a+ ib, on a |z| = 1 ⇐⇒ a2 + b2 = 1

4.

1

z
=

z

|z| si z 6= 0

5.

z

z
=

z2

|z|2 si z 6= 0

6. Si z2 6= 0, on a Re

(

z1

z2

)

=
Re(z1)

Re(z2)

Solution :

1. |z| = 1 ⇐⇒ z =
1

z

Vrai ar z =
1

z
⇐⇒ z × z = 1 ⇐⇒ |z|2 = 1 ⇐⇒ |z| = 1 ar le module est toujours positif.

2. Re

(

n
∑

k=1

zk

)

=
n
∑

k=1

Re(zk)

Vrai ette propriété est vraie pour deux omplexes, et se généralise à n par une réurrene immédiate.

3. Ave z = a+ ib, on a |z| = 1 ⇐⇒ a2 + b2 = 1

Vrai |z| = 1 ⇐⇒ |z|2 = 1 ⇐⇒ a2 + b2 = 1

4.

1

z
=

z

|z| si z 6= 0

Faux

1

z
=

z

|z|2 ; la formule proposée est fausse si z = 2 par exemple.

5.

z

z
=

z2

|z|2 si z 6= 0

Vrai Il su�t de multiplier par z le numérateur et le dénominateur de la fration

z

z
pour trouver l'égalité

proposée :

z

z
=

z2

|z|2

6. Si z2 6= 0, on a Re

(

z1

z2

)

=
Re(z1)

Re(z2)

Faux D'ailleurs, la formule n'a pas de sens si z1 = 1 et z2 = i.

Exerie 2

Résoudre dans C les équations :

1. z2 + 3z − 4 = 0

2. z2 + 3z + 4 = 0

3. z4 + 3z2 − 4 = 0

4. 3z2 + 3z − 4 = 0

5. 5z2 + 3z + 4 = 0

6. 3z4 + 3z2 − 4 = 0

Solution :

1. z2 + 3z − 4 = 0

solution : ∆ = 25 et les raines sont z1 = 1 et z2 = −4. autre méthode : trouver z1 = 1 omme raine

évidente, et trouver l'autre par la relation z1 × z2 =
−4

1

2. z2 + 3z + 4 = 0

solution : ∆ = −7 et les raines sont z1 =
−3 + i

√
7

2
et z2 =

−3− i
√
7

2

3. z4 + 3z2 − 4 = 0

solution : se servir de la question 1, on a z2 = 1 ou z2 = −4. Don z = 1 ou z = −1 ou z = 2i ou z = −2i.

4. 3z2 + 3z − 4 = 0

solution : ∆ = 57 et les raines sont z1 =
−3 +

√
57

6
et z2 =

−3−
√
57

6

5. 5z2 + 3z + 4 = 0

solution : ∆ = −71 et les raines sont z1 =
−3 + i

√
71

10
et z2 =

−3− i
√
71

10
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6. 3z4 + 3z2 − 4 = 0

solution : se servir de la question 4, on a z2 =
−3 +

√
57

6
positif, ou z2 =

−3−
√
57

6
négatif.

Don z =

√

−3 +
√
57

6
ou z = −

√

−3 +
√
57

6
ou z = i

√

3 +
√
57

6
ou z = −i

√

3 +
√
57

6
.

Exerie 3

Après avoir herhé une raine évidente, résoudre dans C les équations :

1. 5z3 + 3z2 − 8 = 0

2. 5z5 + 15z4 + 3z3 + 9z2 − 4z − 12 = 0

Solution :

1. z = 1 est une raine évidente, et on a la fatorisation : 5z3 + 3z2 − 8 = (z − 1)(5z2 + 8z + 8).

Don 5z3 + 3z2 − 8 = 0 ssi z = 1 ou 5z2 + 8z + 8 = 0.

On trouve z = 1 ou z =
−4 + 2i

√
6

5
ou z =

−4− 2i
√
6

5
2. z = −3 est une raine "évidente", et on a la fatorisation :

5z5 + 15z4 + 3z3 + 9z2 − 4z − 12 = (z + 3)(5z4 + 3z2 − 4).

On a �nalement 5 solutions possibles : z = −3 ou z = − 1

10

√

−30 + 10
√
89 ou z =

1

10

√

−30 + 10
√
89 ou

z = − 1

10
i

√

30 + 10
√
89 ou z =

1

10
i

√

30 + 10
√
89

Exerie 4

Si n ≥ 2 est �xé, on dé�nit pour k ∈ Z ωk = e
2ikπ

n
.

1. Résoudre l'équation ωk = ωℓ d'inonnue k et ℓ.

2. En déduire que {ωk | k ∈ Z} = {ωk | 0 ≤ k ≤ n− 1}.

3. Quelle est la valeur de S =

n−1
∑

k=0

ωk ?

Solution :

1. ωk = ωℓ ⇐⇒ e
2ikπ

n = e
2iℓπ
n ⇐⇒ 2kπ

n
=

2ℓπ

n
[2π] ⇐⇒ k

n
=

ℓ

n
[1] ⇐⇒ k = ℓ [n]

2. Par onséquent ωk = ωk+n = ωk+2n... et on a don

{ωk | k ∈ Z} = {ωk | 0 ≤ k ≤ n− 1}
Tout en remarquant que les omplexes de {ωk | 0 ≤ k ≤ n − 1} sont 2 à 2 distints ar arg (ωk) =

arg
(

e
2ikπ

n

)

=
2kπ

n
∈ [0; 2π[, sont 2 à 2 distints dans [0; 2π[.

3. S =

n−1
∑

k=0

ωk =

n−1
∑

k=0

e
2ikπ

n =

n−1
∑

k=0

(

e
2iπ
n

)k

est la somme des termes d'une suite géométrique de raison e
2iπ
n 6= 1

ar n ≥ 2.

Don S = 1×
1−

(

e
2iπ
n

)n

1− e
2iπ
n

= 0 ; ar
(

e
2iπ
n

)n

= e2iπ = 1.

Exerie 5

1. Soit x ∈ R �xé, n ∈ N
∗
, en remarquant que l'on peut fatoriser par l'angle moitié :

einx + 1 = ein
x

2

(

ein
x

2 + e−in x

2

)

= ein
x

2

(

2 cos
(

n
x

2

))

donner le module et un argument du nombre omplexe Z = einx + 1. Faire de même ave Z2 = einx − 1.

2. En vous inspirant de e qui préède, quelle est le module et un argument de Z =
1− einx

1− eix
?

Solution :
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1.

einx + 1 = ein
x

2

(

ein
x

2 + e−in x

2

)

= ein
x

2

(

2 cos
(

n
x

2

))

On a don trois as :

• Si on a cos
(

n
x

2

)

> 0 alors

∣

∣einx + 1
∣

∣ = 2 cos
(

n
x

2

)

et arg
(

einx + 1
)

= n
x

2
[2π].

• Si on a cos
(

n
x

2

)

< 0 alors

∣

∣einx + 1
∣

∣ = 2
∣

∣

∣cos
(

n
x

2

)∣

∣

∣ et arg
(

einx + 1
)

= π + n
x

2
[2π].

• Si on a cos
(

n
x

2

)

= 0 alors einx + 1 = 0 ; son module est nul et il n'a pas d'argument.

On fait de même pour le omplexe einx − 1

einx − 1 = ein
x

2

(

ein
x

2 − e−in x

2

)

= ein
x

2

(

2i sin
(

n
x

2

))

= ei(n
x

2 +
π

2 )
(

2 sin
(

n
x

2

))

On a don trois as :

• Si on a sin
(

n
x

2

)

> 0 alors

∣

∣einx − 1
∣

∣ = 2 sin
(

n
x

2

)

et arg
(

einx − 1
)

= n
x

2
+

π

2
[2π].

• Si on a sin
(

n
x

2

)

< 0 alors

∣

∣einx − 1
∣

∣ = 2
∣

∣

∣sin
(

n
x

2

)∣

∣

∣ et arg
(

einx + 1
)

= π + n
x

2
+

π

2
[2π].

• Si on a sin
(

n
x

2

)

= 0 alors einx + 1 = 0 ; son module est nul et il n'a pas d'argument.

2. Z =
1− einx

1− eix
=

ein
x

2

(

ein
x

2 − e−in x

2

)

ei
x

2

(

ei
x

2 − e−ix2
) =

ein
x

2

(

2i sin
(

nx
2

))

ei
x

2

(

2i sin
(

x
2

)) = ei(n−1) x

2
sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

)

On a alors 3 as :

• Si on a

sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

) > 0 alors |Z| = sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

)
et arg (Z) = (n− 1)

x

2
[2π].

• Si on a

sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

) < 0 alors |Z| =
∣

∣

∣

∣

∣

sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

)

∣

∣

∣

∣

∣

et arg (Z) = (n− 1)
x

2
+ π [2π].

• Si on a Si on a

sin
(

nx
2

)

sin
(

x
2

) = 0 alors Z = 0 ; son module est nul et il n'a pas d'argument.

Exerie 6

Soit x ∈ R �xé, sahant que cos(kx) = Re
(

eikx
)

, aluler S =

n
∑

k=0

cos(kx).

De même, aluler T =

n
∑

k=0

sin(kx)

Remarque : on aura besoin de disuter selon les valeurs de x.

Solution :

S =

n
∑

k=0

cos(kx) =

n
∑

k=0

Re
(

eikx
)

= Re

(

n
∑

k=0

eikx

)

= Re

(

n
∑

k=0

(

eix
)k

)

.

Si eix = 1 alors

n
∑

k=0

eikx = n+ 1, et S = n+ 1.

Sinon

n
∑

k=0

eikx est la somme des termes d'une suite géométrique de raison eix 6= 1, et on a :

n
∑

k=0

eikx = 1× 1− ei(n+1)x

1− eix

En utilisant la méthode de fatorisation de l'angle moitié, on a :

n
∑

k=0

eikx =
1− ei(n+1)x

1− eix
=

ei
(n+1)x

2

ei
x

2
× e−i

(n+1)x
2 − ei

(n+1)x
2

e−ix2 − ei
x

2
= ei

nx

2

−2i sin
(

(n+1)x
2

)

−2i sin
(

x
2

) = ei
nx

2

sin
(

(n+1)x
2

)

sin
(

x
2

)

de sorte que S = Re

(

n
∑

k=0

(

eix
)k

)

= cos
(nx

2

) sin
(

(n+1)x
2

)

sin
(

x
2

)
.

De même, T =

n
∑

k=0

sin(kx) =

n
∑

k=0

Im
(

eikx
)

= Im

(

n
∑

k=0

eikx

)

= Im

(

n
∑

k=0

(

eix
)k

)

.

Si eix = 1 alors

n
∑

k=0

eikx = n+ 1, et T = 0.
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Sinon

n
∑

k=0

eikx est la somme des termes d'une suite géométrique de raison eix 6= 1, et on a :

n
∑

k=0

eikx = 1× 1− ei(n+1)x

1− eix

En utilisant la méthode de fatorisation de l'angle moitié, on a :

n
∑

k=0

eikx = ei
nx

2

sin
(

(n+1)x
2

)

sin
(

x
2

)

de sorte que T = Im

(

n
∑

k=0

(

eix
)k

)

= sin
(nx

2

) sin
(

(n+1)x
2

)

sin
(

x
2

)
.

Exerie 7

Donner la formule d'Euler. Linéariser cos(t)3 et sin(t)3. En déduire

∫ π

−π

cos(t)3 dt et

∫ π

−π

sin(t)3 dt.

Pouvait-on prévoir es résultats ?

Solution :

cos(t)3 =

(

eit + e−it

2

)3

=
1

23
(

e3it + 3e2ite−it + 3eite−2it + e−3it
)

=
1

23
(

e3it + 3eit + 3e−it + e−3it
)

cos(t)3 =
1

23
(2 cos(3t) + 3× 2 cos(t)) =

1

4
(cos(3t) + 3 cos(t))

Une primitive de cos(t)3 est don

1

4

(

1

3
sin(3t) + 3 sin(t)

)

.

Don

∫ π

−π

cos(t)3 dt = 0

sin(t)3 =

(

eit − e−it

2i

)3

=
1

(2i)3
(

e3it − 3e2ite−it + 3eite−2it − e−3it
)

=
1

(2i)3
(

e3it − 3eit + 3e−it − e−3it
)

sin(t)3 =
1

(2i)3
(2i sin(3t)− 3× 2i sin(t)) =

−1

4
(sin(3t)− 3 sin(t))

Une primitive de sin(t)3 est don

−1

4

(−1

3
cos(3t) + 3 cos(t)

)

.

Don

∫ π

−π

sin(t)3 dt = 0, e qui est prévisible s'agissant de l'intégrale d'une fontion impaire sur l'intervalle

[−π;π].

Exerie 8

À l'aide de la formule de Moivre, exprimer cos(4x) en fontion des puissanes de cos(x) et sin(x) puis uniquement

en fontion de elles de cos(x).
À l'aide de la formule de Moivre, exprimer sin(5x) en fontion des puissanes de cos(x) et sin(x) puis uniquement

en fontion de elles de sin(x).

Solution :

cos(4x) = Re

(

ei(4x)
)

= Re

(

(

eix
)4
)

= Re

(

(cos(x) + i sin(x))4
)

Et on développe la puissane :

cos(4x) = Re
(

cos4(x) + 4 cos3(x)(i sin(x)) + 6 cos2(x)(i sin(x))2 + 4 cos(x)(i sin(x))3 + (i sin(x))4
)

cos(4x) = cos4(x) − 6 cos2(x) sin2(x) + sin4(x)
cos(4x) = cos4(x) − 6 cos2(x)(1 − cos2(x)) + (1− cos2(x))2 = 8 cos4(x)− 8 cos2(x) + 1

on fait de même, mais ave la partie imaginaire :

sin(5x) = Im

(

ei(5x)
)

= Im

(

(

eix
)5
)

= Im

(

(cos(x) + i sin(x))
5
)

Et on développe la puissane :

sin(5x) = Im
(

cos5(x) + 5 cos4(x)(i sin(x)) + 10 cos3(x)(i sin(x))2 + 10 cos2(x)(i sin(x))3 + 5 cos(x)(i sin(x))4 + (i sin(x))5
)

sin(5x) = 5 cos4(x) sin(x) − 10 cos2(x) sin3(x) + sin5(x)
sin(5x) = 5(1− sin2(x))2 sin(x)− 10(1− sin2(x)) sin3(x) + sin5(x) = 16 sin5(x)− 20 sin3(x) + 5 sin(x)

Exerie 9

Si t ∈ R, montrer que

cos(t)2p =
1

4p

(

(

2p

p

)

+ 2

p−1
∑

k=0

(

2p

k

)

cos((2p− 2k) t)

)

cos(t)2p+1 =
1

4p

(

p
∑

k=0

(

2p+ 1

k

)

cos((2p− 2k + 1) t)

)

=
1

4p





p
∑

j=0

(

2p+ 1

p− j

)

cos((2j + 1) t)
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Solution :

cos(t)2p =

(

eit + e−it

2

)2p

=
1

22p

(

2p
∑

k=0

(

2p

k

)

e(2p−k)ite−kit

)

=
1

4p

(

2p
∑

k=0

(

2p

k

)

e(2p−2k)it

)

En divisant ette somme en 3 moreaux, on a : cos(t)2p =
1

4p





p−1
∑

k=0

(

2p

k

)

e(2p−2k)it +

(

2p

p

)

+

2p
∑

k=p+1

(

2p

k

)

e(2p−2k)it





sur la dernière somme, on proède au hangement d'indie ℓ = 2p− k
2p
∑

k=p+1

(

2p

k

)

e(2p−2k)it =

p−1
∑

ℓ=0

(

2p

2p− ℓ

)

e−(2p−2ℓ)it =

p−1
∑

ℓ=0

(

2p

ℓ

)

e−(2p−2ℓ)it
par symétrie des oe�ients du bin�me.

De telle sorte que l'on peut regrouper les deux sommes sous la forme

cos(t)2p =
1

4p

(

p−1
∑

k=0

(

2p

k

)

(

e(2p−2k)it + e−(2p−2k)it
)

+

(

2p

p

)

)

et on reonnaît la formule d'Euler, d'où :

cos(t)2p =
1

4p

(

p−1
∑

k=0

(

2p

k

)

× 2 cos((2p− 2k) t) +

(

2p

p

)

)

Pour cos(t)2p+1
, on fait de même... mais il n'y aura plus de onstante, et on trouve :

cos(t)2p+1 =
1

22p+1

(

2

p
∑

k=0

(

2p+ 1

k

)

cos((2p− 2k + 1) t)

)

=
1

4p

(

p
∑

k=0

(

2p+ 1

k

)

cos((2p− 2k + 1) t)

)

Exerie 10

Si t ∈ R, montrer que

sin(t)2p+1 =
1

4p

p
∑

k=0

(−1)p+k

(

2p+ 1

k

)

sin((2p− 2k + 1) t)

de deux manières : en vous servant de l'exerie préédent et en utilisant que cos
(π

2
− t
)

= sin(t) ; et diretement

à l'aide des formules d'Euler.

Solution :

sin(t) = cos
(π

2
− t
)

don sin(t)2p+1 = cos
(π

2
− t
)2p+1

et d'après l'exerie préédent, on a :

cos
(π

2
− t
)2p+1

=
1

4p

(

p
∑

k=0

(

2p+ 1

k

)

cos
(

(2p− 2k + 1)
(π

2
− t
))

)

et cos
(

(2p− 2k + 1)
(π

2
− t
))

= cos
(

(p− k)π +
π

2
− (2p− 2k + 1) t

)

= (−1)p−k cos
(π

2
− (2p− 2k + 1) t

)

=

(−1)p−k sin ((2p− 2k + 1) t)
On peut remarquer que (−1)p−k = (−1)p+k

. D'où la formule :

sin(t)2p+1 =
1

4p

p
∑

k=0

(−1)p+k

(

2p+ 1

k

)

sin((2p− 2k + 1) t)

Sinon, utiliser la formule d'Euler :

sin(t)2p+1 =

(

eit − e−it

2i

)2p+1

et développer intelligemment ('est à dire en se servant de la symétrie des

oe�ients du bin�me, et en retrouvant des formule d'Euler).

Exerie 11

1. Si z est un omplexe de module 1 alors justi�er que z =
1

z
. La réiproque est-elle vraie ?

2. Si z1 et z2 sont deux omplexes de module 1 et tels que z1 z2 6= −1, montrer que Z =
z1 + z2

1 + z1 z2
est un

réel.

Solution :

1. Si |z| = 1 alors z = eiθ, ave θ ∈ R.

Et on a z = e−iθ
tandis que

1

z
=

1

eiθ
= e−iθ

.
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La réiproque est vraie : z =
1

z
implique par produit en roix que zz = 1, soit |z|2 = 1, et don |z| = 1

ar un module est toujours positif.

2. On montre que Z est un réel en montrant que Z = Z.

On se sert du fait que z1 et z2 sont deux omplexes de module 1 don z1 =
1

z1
et z2 =

2

z2
et on a :

Z =
z1 + z2

1 + z1 z2
= ... = Z

Exerie 12

1. Trouver les omplexes Z = reiθ , r > 0 et θ ∈ R tels que Z7 = 1.

2. En déduire, dans C, les solutions de l'équation z7 = (z + i)7

Indiation : ne pas oublier de disuter des onditions sur z.

Solution :

1. Si Z = reiθ , r > 0 et θ ∈ R, alors Z7 = 1 ⇐⇒ r7ei7θ = 1 ⇐⇒
{

r7 = 1

7θ = 0 [2π]
⇐⇒







r = 1

θ = 0

[

2π

7

]

Ainsi, Z7 = 1 ⇐⇒ Z = ei
2kπ

7
ave k ∈ [0; 6℄, et on a alors 7 solutions distintes.

2. Si z ∈ C, z = −i n'est pas solution de l'équation z7 = (z + i)7.

Don z7 = (z + i)7 ⇐⇒
(

z

z + i

)7

= 1.

D'après la question préédente, on a l'équivalene

(

z

z + i

)7

= 1 ⇐⇒
(

z

z + i

)

= ei
2kπ

7
, ave k ∈ [0; 6℄.

Soit k ∈ [0; 6℄ �xé, on a :

(

z

z + i

)

= ei
2kπ

7 ⇐⇒ z = (z + i)ei
2kπ

7 ⇐⇒ z
(

1− ei
2kπ

7

)

= iei
2kπ

7

Si k = 0 alors il n'y a pas de solution ar l'équation devient 0z = iei
2kπ

7
.

Si k ∈ [1; 6℄, alors 1−ei
2kπ

7 6= 0, et z =
iei

2kπ

7

1− ei
2kπ

7

=
iei

kπ

7

−2i sin
(

kπ
7

) =
−ei

kπ

7

2 sin
(

kπ
7

)
ave les formules de l'angle

moitié.

On a don 6 solutions : z =
−ei

kπ

7

2 sin
(

kπ
7

) =
− cos

(

kπ
7

)

2 sin
(

kπ
7

) − 1

2
i ave k ∈ [1; 6℄.

Exerie 13

Si z ∈ C est de module 1, exprimer le module et un argument des nombres suivants en fontion de eux de z :

1 + z et 1 + z

Solution :

z de module 1 s'érit z = eiθ , ave et θ ∈]− π;π].

Alors ave les formules de l'angle moitié, on a : 1 + z = 1 + eiθ = ei
θ

2

(

e−i θ2 + ei
θ

2

)

= ei
θ

2

(

2 cos

(

θ

2

))

Or θ ∈]− π;π] don
θ

2
∈
]−π

2
;
π

2

]

, et don cos

(

θ

2

)

≥ 0. On a alors deux as :

• Si θ = π alors cos

(

θ

2

)

= 0 et don 1 + z = 0.

• Sinon, θ ∈]− π;π[ don
θ

2
∈
]−π

2
;
π

2

[

, et don cos

(

θ

2

)

> 0.

D'où |1 + z| = 2 cos

(

θ

2

)

et arg(1 + z) =
θ

2
[2π].

On remarque ensuite que 1+ z est le onjugué de 1+ z don ils ont le même module et un argument opposé (si

1 + z 6= 0). On a don les deux mêmes sous as :

• Si θ = π alors 1 + z = 0.

• Sinon θ ∈]− π;π[ alors |1 + z| = 2 cos

(

θ

2

)

et arg(1 + z) = − =
θ

2
[2π]
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Exerie 14

1. Trouver les omplexes Z = reiθ , r > 0 et θ ∈ R tels que Zn = 1.

2. En déduire, dans C, les solutions de l'équation

(z + 1)n + (z − 1)n = 0

(z + 1)n − (z − 1)n = 0

Indiation : ne pas oublier de disuter des onditions sur z.

Solution :

1. Si Z = reiθ , r > 0 et θ ∈ R, alors Zn = 1 ⇐⇒ rneinθ = 1 ⇐⇒
{

rn = 1

nθ = 0 [2π]
⇐⇒







r = 1

θ = 0

[

2π

n

]

Ainsi, Zn = 1 ⇐⇒ Z = ei
2kπ

n
ave k ∈ [0;n− 1℄, et on a alors n solutions distintes.

2. • Résolvons l'équation (z + 1)n − (z − 1)n = 0 :

(z + 1)n − (z − 1)n = 0 ⇐⇒ (z + 1)n = (z − 1)n

Si z ∈ C, z = 1 n'est pas solution de l'équation (z + 1)n = (z − 1)n.

Don (z + 1)n = (z − 1)n ⇐⇒
(

z + 1

z − 1

)n

= 1.

D'après la question préédente, on a l'équivalene

(

z + 1

z − 1

)n

= 1 ⇐⇒
(

z + 1

z − 1

)

= ei
2kπ

n
, ave k ∈

[0;n− 1℄.

Soit k ∈ [0;n−1℄ �xé, on a :

(

z + 1

z − 1

)

= ei
2kπ

n ⇐⇒ z+1 = (z−1)ei
2kπ

n ⇐⇒ z
(

1− ei
2kπ

n

)

= −1−ei
2kπ

n

Si k = 0 alors il n'y a pas de solution ar l'équation devient 0z = −2.

Si k ∈ [1;n − 1℄, alors 1 − ei
2kπ

n 6= 0, et z =
−1− ei

2kπ

n

1− ei
2kπ

n

=
ei

kπ

n

(

−e−i kπ

n − ei
kπ

n

)

ei
kπ

n

(

e−i kπ

n − ei
kπ

n

) =
−2 cos

(

kπ
n

)

−2i sin
(

kπ
n

) =

−i cos
(

kπ
n

)

sin
(

kπ
n

)
ave les formules de l'angle moitié.

On a don n− 1 solutions : z =
−i cos

(

kπ
n

)

sin
(

kπ
n

)
ave k ∈ [1;n− 1℄.

• Résolvons l'équation (z + 1)n + (z − 1)n = 0 :

(z+1)n+(z−1)n = 0 ⇐⇒ (z+1)n = −(z−1)n ⇐⇒ (z+1)n = eiπ(z−1)n ⇐⇒ (z+1)n =
(

ei
π

n (z − 1)
)n

Si z ∈ C, z = 1 n'est pas solution de l'équation (z + 1)n =
(

ei
π

n (z − 1)
)n
.

Don (z + 1)n =
(

ei
π

n (z − 1)
)n ⇐⇒

(

z + 1

ei
π

n (z − 1)

)n

= 1.

D'après la question préédente, on a l'équivalene

(

z + 1

ei
π

n (z − 1)

)n

= 1 ⇐⇒
(

z + 1

ei
π

n (z − 1)

)

= ei
2kπ

n
, ave

k ∈ [0;n− 1℄.

Soit k ∈ [0;n−1℄ �xé, on a :

(

z + 1

ei
π

n (z − 1)

)

= ei
2kπ

n ⇐⇒ z+1 = ei
π

n (z−1)ei
2kπ

n ⇐⇒ z
(

1− ei
(2k+1)π

n

)

=

−1− ei
(2k+1)π

n

Si k ∈ [0;n−1℄, alors 1−ei
(2k+1)π

n 6= 0, et don z =
−1− ei

(2k+1)π
n

1− ei
(2k+1)π

n

=
ei

(2k+1)π
2n

(

−e−i
(2k+1)π

2n − ei
(2k+1)π

2n

)

ei
(2k+1)π

2n

(

e−i
(2k+1)π

2n − ei
(2k+1)π

2n

) =

−2 cos
(

(2k+1)π
2n

)

−2i sin
(

(2k+1)π
2n

) =
−i cos

(

(2k+1)π
2n

)

sin
(

(2k+1)π
2n

)
ave les formules de l'angle moitié.

On a don n solutions : z =
−i cos

(

(2k+1)π
2n

)

sin
(

(2k+1)π
2n

)
ave k ∈ [0;n− 1℄.
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Exerie 15

Soient z1 et z2 deux omplexes non nuls, justi�er que |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2| et préiser le as d'égalité.

En déduire que pour tous omplexes z1 et z2 non nuls, on a |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| et préiser le as d'égalité.

Soient z1, z2 et z3 trois omplexes non nuls, justi�er que

|z1 + z2 + z3| ≤ |z1 + z2|+ |z3| ≤ |z1|+ |z2|+ |z3| et préiser le as d'égalité.

Solution :

|z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2| représente l'inégalité triangulaire :
si A1 est le point d'a�xe z1 et A2 est le point d'a�xe z2 et O l'origine du repère, on a

|z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2| ⇐⇒ A1A2 ≤ A1O +OA2

e qui est préisément l'inégalité triangulaire pour le triangle OA1A2.

On a l'égalité si et seulement si le triangle est aplati et que O ∈ [A1A2], 'est à dire ssi l'un des omplexes z1
ou z2 est nul ou bien s'ils sont tous deux non nuls et d'argument arg(z2) = π + arg(z1) [2π].
En appliquant l'inégalité préédente à −z2, on a :

|z1 + z2| = |z1 − (−z2)| ≤ |z1|+ | − z2| ; or | − z2| = |z2|. Don |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
On a l'égalité si et seulement si le triangle OA1A

′

2, où A′

2 est le point d'a�xe −z2 (don le symétrique de A2

par rapport à l'origine) est aplati et que O ∈ [A1A
′

2], 'est à dire ssi l'un des omplexes z1 ou z2 est nul ou bien

s'ils sont tous deux non nuls et d'argument égaux arg(z2) = arg(z1) [2π].
Soient z1, z2 et z3 trois omplexes non nuls, en appliquant deux fois de suite l'inégalité triangulaire, on a :

|z1 + z2|+ |z3| ≤ |z1|+ |z2| et |z1 + z2 + z3| ≤ |z1 + z2|+ |z3|.
Don |z1 + z2 + z3| ≤ |z1 + z2|+ |z3| ≤ |z1|+ |z2|+ |z3|.
On a |z1+ z2+ z3| = |z1|+ |z2|+ |z3| ssi |z1+ z2+ z3| = |z1+ z2|+ |z3| = |z1|+ |z2|+ |z3| ssi |z1+ z2| = |z1|+ |z2|
et |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2|+ |z3|.
|z1 + z2| = |z1|+ |z2| et |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2|+ |z3| ssi l'un des omplexes z1 ou z2 est nul ou bien s'ils sont

tous deux non nuls et d'argument égaux arg(z2) = arg(z1) [2π] et l'un des omplexes z1 + z2 ou z3 est nul ou

bien s'ils sont tous deux non nuls et d'argument égaux arg(z1 + z2) = arg(z3) [2π]
Si on exlut le as où l'un des omplexes est nul, on a l'égalité ssi leurs arguments sont égaux modulo 2π.
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