
EC-S Chap. 5 : TD1

Exer
i
es sur les suites : En
adrement des termes de suites

Exer
i
e 1

Soit (un) la suite dé�nie pour tout entier naturel n par un =
(−1)n + sin(n)

3n
.

Montrer que pour tout n ∈ N |un| ≤ 2× 1

3n
. En déduire lim

n→+∞
un.

Exer
i
e 2

Soit (vn) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 1 par vn =
1

n(2− sin(n))
.

Montrer que pour tout n ∈ N∗ 1

3n
≤ vn ≤ 1

n
.

En déduire que la suite (vn) 
onverge et pré
iser sa limite.

Exer
i
e 3

Soit (un) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 2 par un =
3n+ (−1)n cos(n)

n− 1
.

Montrer que pour tout n ≥ 2 on a : |un − 3| est majorée par le terme général d'une suite 
onvergeant vers 0.
Que peut-on en 
on
lure ?

Exer
i
e 4

Soit (un) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 3 par un =
n!

n2
.

Montrer que pour tout n ≥ 3 on a : un ≥ (n− 1)(n− 2)

n
. Que peut-on en déduire sur la suite (un) ?

Exer
i
e 5

Soit (un) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 1 par un =
1

n2
+

1

n2 + 1
+ · · ·+ 1

n2 + 2n+ 1
.

1. É
rire un à l'aide du symbole

∑

.

2. Montrer que pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ 2n+ 1 on a :

1

n2 + 2n+ 1
≤ 1

n2 + k
≤ 1

n2

3. En déduire un en
adrement de la suite (un).

4. Que peut-on en déduire pour la suite (un) ?

Exer
i
e 6

À tout entier naturel n (n ≥ 1), on asso
ie les sommes sn et tn dé�nies par :

sn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + k

+ · · ·+ 1√
n2 + n

tn =
1√

n4 + 1
+

1√
n4 + 2

+ · · ·+ 1√
n4 + k

+ · · ·+ 1√
n4 + n2

1. a. Dire, en justi�ant, quels sont, dans l'expression de sn, le plus petit et le plus grand des termes qui


omposent 
ette somme.

b. Déterminer un en
adrement de sn.


. Montrer à l'aide de 
et en
adrement que lim
n→+∞

sn = 1.

2. En utilisant la même démar
he, trouver lim
n→+∞

tn.

Exer
i
e 7

Soit (un) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 1 par un = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
.

Donner une minoration de un par le terme général d'une suite divergente.

Exer
i
e 8

Soit (wn) la suite dé�nie pour tout entier naturel n ≥ 1 par wn =
1! + 2! + · · ·+ n!

(n+ 1)!
.

1. Montrer par ré
urren
e que pour tout entier n ≥ 2 on a l'inégalité : 1! + 2! + · · ·+ (n− 1)! ≤ n!

2. Justi�er que pour tout n ≥ 2 on a : 0 < wn ≤ 2

n+ 1

3. Que peut-on en déduire sur la suite (wn) ?
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EC-S Chap. 5 : TD2

Exer
i
es sur les suites adja
entes

Exer
i
e 1 : Soient les suites (un) et (vn) dé�nies par un = 1− 1

n
et vn = 1+

1

n2
. Montrer que 
es suites sont

adja
entes.

Exer
i
e 2 : On étudie les suites (un) et (vn) dé�nies par
{

u0 = 2

v0 = 3
et











un+1 =
3un + 2vn

5

vn+1 =
2un + 3vn

5

1. Démontrer par ré
urren
e sur n que ∀n ∈ N, vn − un > 0.

2. Montrer que la suite (wn) dé�nie par wn = vn − un est une suite géométrique.

3. Démontrer que les suites (un) et (vn) sont adja
entes.

4. a. Cal
uler un+1 + vn+1 en fon
tion de un + vn

b. Que peut-on en déduire sur la suite (xn) dé�nie par xn = un + vn pour tout n ∈ N ?

5. En déduire la limite 
ommune des suites (un) et (vn).

Exer
i
e 3 : Soient les suites (un) et (vn) dé�nies par les formules suivantes :

1. un =
−1

n+ 1
et vn =

1

n+ 3
.

2. un = 1− 1

n
et vn = 1 + sin

(

1

n

)

.

3. un = 3− 1

n2
et vn = 3 +

1

n3
.

Étudier si 
es suites sont adja
entes. Dans 
e 
as, déterminer leur limite 
ommune.

Exer
i
e 4 : Soient les suites (un) et (vn) dé�nies par les formules suivantes :

un = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
et vn = un +

1

n!
.

1. É
rire 
es suites à l'aide du symbole

∑

.

2. Montrer que 
es suites sont adja
entes. (Remarque : on montre que leur limite 
ommune est e ).

Exer
i
e 5 : Soient les suites (un)n≥1 et (vn)n≥1 dé�nies par les formules suivantes :

∀n ≥ 1, un =

n
∑

p=1

1

p2
et vn = un +

1

n
.

Montrer que 
es suites sont adja
entes. (Remarque : on peut montrer que leur limite 
ommune est

π2

6
).

Exer
i
e 6 : Les suites (un) et (vn) sont dé�nies par :

{

u0 = 2

v0 = 1
et







un+1 =
un + vn

2
vn+1 =

√
un vn

1. Montrer que les suites sont bien dé�nies ( i.e on peut 
al
uler tous leurs termes).

2. Montrer que pour tout n ∈ N on a un+1 − vn+1 ≥ 0 ; puis que pour tout n ∈ N on a un − vn ≥ 0.

En déduire que pour tout n ∈ N on a un+1 − vn+1 ≤ un − vn
2

.

3. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adja
entes.

Exer
i
e 7 : Les suites (un) et (vn) sont dé�nies sur N par :

{

u0 = 1

v0 = 2
et







un+1 =
un + vn

2

vn+1 =
un+1 + vn

2

1. Démontrer qu'il existe un réel k tel que , quel que soit n ∈ N vn+1 − un+1 = k(vn − un)

2. Montrer que pour tout n ∈ N un < vn.
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EC-S Chap. 5 : TD2

3. Montrer que les suites (un) et (vn) sont 
onvergentes.

4. Soit wn =
n
∑

p=0

(vp − up). Donner l'expression de wn en fon
tion de n.

5. Exprimer

n
∑

p=0

(up+1 − up) en fon
tion de wn, puis en fon
tion de un et de u0.

6. En déduire l'expression de un en fon
tion de n.

7. Quelle est la limite de (vn) ?

Exer
i
e 8 : On 
onsidère les suites (un) et (vn) dé�nies pour tout n ≥ 1 par :

{

u1 = 1

v1 = 12
et











un+1 =
un + 2vn

3

vn+1 =
un + 3vn

4

1. Cal
uler u2 et v2 puis u3 et v3.

2. On dé�nit la suite (wn) par wn = vn − un. Montrer que (wn) est une suite géométrique et pré
iser sa

limite.

3. Après avoir étudié le sens de variation des suites (un) et (vn), démontrer que 
es deux suites sont adja
entes.

Que peut-on en déduire ?

4. On dé�nit la suite (tn) par tn = 3un + 8vn.

5. Montrer que (tn) est une suite 
onstante.

6. En déduire la limite 
ommune des suites (un) et (vn).
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EC-S Chap. 5 : TD3

Exer
i
es sur les suites ave
 S
ilab

Voi
i quelques propriétés usuelles en S
ilab :

L'instru
tion 1 : 11 permet de 
réer la liste de tous les entiers allant de 1 à 11, 
e qui sera utile pour les bou
les

for :

1 :11

donne :

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.

Voi
i l'usage d'une bou
le for :

u=1

for i =1:3

u=2*u+1

end

donne :

u =

3.

u =

7.

u =

15.

Voi
i la dé�nition d'une fon
tion que l'on appelle 
al
ul : elle prend 
omme argument n supposé être un entier

et retourne u à la �n des 
al
uls

fun
tion u=
a l 
 u l (n )

u=1; // premier terme imposé

for i =1:n

u=2*u+1;

end // f i n du f o r

endfun
tion


 a l 
 u l (2 )


 a l 
 u l (3 )

donne :

-->
al
ul(2)

ans =

7.

-->
al
ul(3)

ans =

15.

Voi
i la dé�nition d'une bou
le while :

// s u i t e géométrique v1=3 et r a i s on =5

// que l premier i nd i 
 e permet de dépas s e r

// s t r i 
 t emen t 1000 ?

i = 1 ;

v = 3 ;

while ( v <= 1000 )

v = 5*v ;

i = i +1;

end

disp ( i ) /// que r ep r é s en t e i ???

donne :

-->i = 1;

-->v = 3;

-->while ( v <= 1000 )

-->v = 5*v;

-->i = i+1;

-->end

-->disp(i) /// que représente i ???

5.

Exer
i
es sur les suites ave
 S
ilab :

Exer
i
e 1 :

On 
onsidère (un) dé�nie par u1 = 5 et un+1 = 3un + 6 pour tout n ≥ 1.

1. Cal
uler les 
inq premiers termes de (un) à l'aide d'un algorithme.

2. La suite (un) est-elle arithmétique ? géométrique ? Justi�er.

3. Trouver α tel que α = 3α+ 6

4. On dé�nit la suite (vn) par vn = un − α pour tout n ≥ 1.

a. À l'aide d'un algorithme, 
al
uler les 
inq premiers termes de (vn) puis 
onje
turer la nature de la

suite (vn).

b. Démontrer 
ette propriété.


. En déduire l'expression de vn puis un en fon
tion de n.
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EC-S Chap. 5 : TD3

5. a. Ave
 l'ordinateur, trouver le premier entier n tel que un > 106

b. Retrouver 
e résultat par le 
al
ul en vous servant de 4.
.

Exer
i
e 2 :

1. On dé�nit la suite des fa
torielles par u0 = 1 et pour tout n ≥ 1 : un = 1× 2× · · · ×n, que l'on note aussi

un =

n
∏

k=1

k.

On ne s'intéressera qu'au 
as où n ≥ 1.

a. À l'aide d'un algorithme, 
al
uler les 8 premiers termes de (un) à partir de u1.

b. É
rire une fon
tion S
ilab "fa
toriel" qui prend 
omme argument un entier n ≥ 1 et qui retourne un.


. Ajouter une stru
ture 
onditionnelle "If ... Then ... End" a�n de gérer l'ex
eption que 
onstitue u0.

d. Quelle relation de ré
urren
e lie un+1 et un ?

2. On peut aussi dé�nir la suite des fa
torielles par v0 = 1 et pour tout n ≥ 0 : vn+1 = vn × (n+ 1).

a. À l'aide d'un algorithme, 
al
uler les 8 premiers termes de (vn) à partir de v1.

b. É
rire une fon
tion S
ilab "fa
torielBIS" qui prend 
omme argument un entier n ∈ N et qui retourne

vn.

3. À l'aide d'un algorithme, 
al
uler le premier entier n pour lequel n! > 109.

Exer
i
e 3 :

On dé�nit la suite des 
oe�
ients du bin�me de Newton 
omme

(

n

k

)

=
n!

k! × (n− k)!
pour n ∈ N et 0 ≤ k ≤ n.

1. Créer une fon
tion S
ilab appelée "combinaison" qui prend 
omme arguments (n, k) entiers tels que

0 ≤ k ≤ n, et qui retourne combinaison(n, k) =
n!

k! × (n− k)!

2. Cal
uler pour n allant de 0 à 5 et k allant de 0 à n tous les 
oe�
ients

(

n

k

)

; on rangera les résultats dans

une matri
e A de taille 6× 6 : ave
 les notations de S
ilab, A(n+ 1, k + 1) = combinaison(n, k).

3. En se servant de la relation de Pas
al

(

n+ 1

k + 1

)

=

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

et des relation

(

n+ 1

0

)

=

(

n+ 1

n+ 1

)

= 1,


onstruite une matri
e B de taille 6× 6 
orrespondant au 
al
ul ligne par ligne des 
oe�
ients

(

n

k

)

pour

n allant de 0 à 5.

4. Véri�er ave
 l'ordinateur que

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n puis que

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

= 0

Exer
i
e 4 :

On dé�nit la suite de Fibona

i par les premiers termes u1 = 1 et u2 = 1 et la relation de ré
urren
e un+2 =
un+1 + un.

1. Cal
uler les 6 premiers termes à l'aide d'une bou
le "For"

2. Créer une fon
tion "Fibo" qui prend 
omme paramètre un entier n et qui renvoie Fibo(n) = un.

3. Conje
turer le 
omportement asymptotique de (un).

4. On dé�nit (vn) par vn =
un+1

un
.

a. Cal
uler les 5 premiers termes de (vn).

b. Conje
turer le 
omportement asymptotique de (vn).


. On pose ϕ =
1 +

√
5

2
appelé nombre d'or, donner le premier entier n tel que |vn − ϕ| < 10−3

, faire

de même ave
 10−4
et 10−5

. Quelle 
onje
ture peut-on émettre ?

5. Véri�er que sur les premiers termes, on la relation un =
1√
5

((

1 +
√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n)

Remarque : on peut démontrer 
ette relation par ré
urren
e double, mais le plus simple 
'est d'utiliser le

théorème du 
ours sur les suites ré
urrentes linéaires d'ordre 2.

6. Véri�er que sur les premiers termes, on la relation un+1 × un−1 − (un)
2 = (−1)n

On peut démontrer 
ette relation par ré
urren
e ou en utilisant une relation matri
ielle (
f 
hapitre sur

les matri
es).
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EC-S Chap. 5 : Exer
i
es

Exer
i
e 1

Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Montrer que :

1. A ⊂ B =⇒ sup(A) ≤ sup(B) 2. A ∪B est majoré ; déterminer sup(A ∪B).

Exer
i
e 2

Soient A et B deux parties non vides de R. On dé�nit alors la partie A+B = {a+ b , a ∈ A , b ∈ B} autrement

dit A+B = {x ∈ R ∃a ∈ A , ∃b ∈ B , x = a+ b}.
1. Démontrer qu'ave
 
ette dé�nition [1 ; 2[+[2 ; 3[= [3 ; 5[.

2. Démontrer que si A et B sont majorées, alors A+B l'est aussi et sup(A+B) = sup(A) + sup(B).

Exer
i
e 3

Soient A et B deux parties non vides de R+
. On dé�nit alors la partie AB = {a.b , a ∈ A , b ∈ B} autrement

dit AB = {x ∈ R ∃a ∈ A , ∃b ∈ B , x = a.b}.
Démontrer que, si A et B sont majorées, alors AB l'est aussi, et déterminer sa borne supérieure.

Exer
i
e 4

Quelles sont les bornes supérieure et inférieure, dans R, de l'ensemble :

{

1

n
+ (−1)n , n ∈ N∗

}

?

Exer
i
e 5

(un)n∈N est une suite de nombres réels, et ε est un réel stri
tement positif. Parmi les énon
és suivants, lesquels

sont équivalents ? Et quelles impli
ations a-t-on ?

1. ∃N ∈ N , ∀n ≥ N , |un| < ε

2. ∀N ∈ N , ∃n ≥ N , |un| < ε

3. ∃n ∈ N , |un| < ε

4. ∀n ∈ N , |un| < ε

5. Il existe une in�nité d'entiers n pour lesquels

|un| < ε

6. un est, en valeur absolue, stri
tement inférieur à

ε à partir d'un 
ertain rang

7. Tous les réels un sont, en valeur absolue, stri
te-

ment inférieurs à ε

8. |un| < ε pour n assez grand

9. Un des |un| est stri
tement inférieur à ε

Exer
i
e 6

Démontrer qu'une suite qui ne prend qu'un nombre �ni de valeurs et qui est 
onvergente est stationnaire.

Exer
i
e 7

Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans Z. Montrer que la suite u 
onverge si, et seulement si, elle est stationnaire.

Exer
i
e 8

Dire si 
ha
une des assertions suivantes est vraie ou fausse :

1. Si limun = 0 alors limunvn = 0.

2. Si limunvn = 0 alors limun = 0 ou lim vn = 0.

3. Si limunun−1 = 0 alors limun = 0.

4. Si lim(un + un+1) = +∞ alors limun = +∞.

5. Si (un) est une suite stri
tement dé
roissante à termes positifs ou nuls, alors limun = 0.

6. Si lim un = 0 et si (un) est une suite à termes positifs ou nuls, alors (un) est dé
roissante à partir d'un


ertain rang.

7. Si un > 0 pour tout n ∈ N, alors lim(nun) = +∞.

8. Si un > 1 pour tout n ∈ N, alors lim(un)
n = +∞.

9. Si (un) et (vn) sont bornées et si lim(un − vn) = 0, alors (un) et (vn) sont 
onvergentes et ont la même

limite.

10. Si (un) est 
onvergente, alors (|un|) est 
onvergente.
11. Si (|un|) est 
onvergente, alors (un) est 
onvergente.

12. Si pour tout n, un ≤ vn ≤ wn, et limun = 0, limwn = 1, alors lim vn ∈ [0 ; 1].

13. Si (un) est 
onvergente, alors lim(un+1 − un) = 0.

14. Si lim(un+1 − un) = 0, alors (un) est 
onvergente.

15. Si (un) n'est pas majorée, alors un −→ +∞.

16. Si un −→ +∞, alors (un) n'est pas majorée.

17. Si un −→ +∞, alors (un) est 
roissante à partir d'un 
ertain rang.
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EC-S Chap. 5 : Exer
i
es

Exer
i
e 9

Montrer que si l'appli
ation f : N −→ N est inje
tive, alors lim
n→+∞

f(n) = +∞.

Exer
i
e 10

Étudier la 
onvergen
e des suites de terme général un suivantes et leur limite éventuelle :

1. un =
3n2

(n2 + 2) 3n

2. un =
sin(2n+ 1)√

n

3. un =
√
2n+ 1−

√
n

4. un =
√
n+ 1−

√
n

5. un =
1

n

n
∑

k=0

1√
k + 1 +

√
k

(utiliser l'expression 
onjuguée)

6. un =
n!

2n

7. un =

(

1 +
1

n

)n

8. un =
4n+ (−1)n

3n− 2(−1)n+1

9. un =

n
∑

k=0

k

n2

10. un =
2n+1 + 3n+1

2n + 3n

11. un = n
√
n

12. un =

n
∑

k=1

1

k(k + 1)

13. un =

n
∑

k=1

1

n2 + k

14. un =

n
∑

k=1

1√
n2 + k

15. un =
n
∑

k=1

n

n2 + k

16. un =

n
∑

k=1

k√
n+ k

Exer
i
e 11

Montrer que pour tout x ≥ 0 on a x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x.

Étudier la 
onvergen
e de la suite de terme général un = n ln

(

1 +
1

n

)

Exer
i
e 12 Suite 
omplexe

Trouver une 
ondition né
essaire et su�sante sur z = reiθ ave
 r > 0 et θ ∈]− π;π] pour que la suite de terme

général zn soit bornée.

Trouver une 
ondition né
essaire et su�sante sur z = reiθ ave
 r > 0 et θ ∈]− π;π] pour que la suite de terme

général zn soit 
onvergente.

Exer
i
e 13

Soit (Sn)n∈N∗
la suite de terme général Sn =

n
∑

k=1

1

k
.

On veut démontrer que lim
n→+∞

Sn+1 − Sn = 0 et (pourtant) lim
n→+∞

Sn = +∞.

1. Que vaut Sn+1 − Sn ? Démontrer que lim
n→+∞

Sn+1 − Sn = 0.

2. Que peut-on dire de la monotonie de la suite (Sn) ? Que peut-on en déduire sur son 
omportement possible

lorsque n tend vers +∞ ?

3. Supposons que la suite (Sn) est majorée par M .

a. Montrer que pour tout k ≥ 1 on a S2k − Sk ≥ 1

2

b. En justi�ant que S2n − S1 =

n−1
∑

i=0

S2i+1 − S2i , prouver une 
ontradi
tion.


. Con
lure.

Exer
i
e 14

Soit (un)n∈N une suite de termes stri
tement positifs véri�ant lim
n→+∞

un+1

un
= a.

1. On suppose i
i que a < 1.

a. Montrer que u est dé
roissante à partir d'un


ertain rang.

b. En déduire que u 
onverge vers une limite

ℓ.


. Démontrer que ℓ > 0 est impossible puis


on
lure.

2. On suppose i
i que a > 1.

a. Montrer que u est 
roissante à partir d'un


ertain rang.

b. Montrer que la 
onvergen
e de la suite u est

impossible et 
on
lure.

3. Donner trois exemples de suites (un)n∈N à termes

stri
tement positifs véri�ant lim
n→+∞

un+1

un
= 1 et

telles que l'on ait respe
tivement :

a. u 
onverge vers une limite �nie non nulle.

b. u 
onverge vers 0.


. u tend vers +∞.
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EC-S Chap. 5 : Exer
i
es

Exer
i
e 15 Appli
ation de l'exer
i
e pré
édent

1. Soit (un) la suite de terme général un =
2n

n!
. Cal
uler

un+1

un
. En déduire lim

n→+∞
un.

2. Soit (vn) la suite de terme général vn =
n!

nn
. Cal
uler

vn+1

vn
. En déduire lim

n→+∞
vn.

3. Soit (wn) la suite de terme général wn =
n3

2n
. Cal
uler

wn+1

wn
. En déduire lim

n→+∞
wn.

Exer
i
e 16

Montrer que les 
ouples de suites 
i-dessous sont des suites adja
entes :

1. u0 = a, v0 = b ave
 0 < a < b, et un+1 =
2unvn
un + vn

, vn+1 =
un + vn

2
(pré
iser dans 
e 
as la limite 
ommune).

2. Pour n ≥ 1, un =

(

n
∑

k=1

1√
k

)

− 2
√
n+ 1 et vn =

(

n
∑

k=1

1√
k

)

− 2
√
n

Exer
i
e 17

Étudier le 
omportement des deux suites (un)n≥2 et (vn)n≥2 dé�nies pour n ≥ 2 par :

un =

n
∏

k=2

(

1 +
1

k2

)

et vn =

(

1 +
1

n

)

un

Solution :

Pour tout entier n ≥ 2, on a un > 0, 
omme produit de réels stri
tement positifs.

Et de même, pour tout entier n ≥ 2, on a vn > 0.

On a alors : pour tout entier n ≥ 2,
un+1

un
= 1 +

1

(n+ 1)2
et don


un+1

un
> 1.

D'où (un) 
roissante puisqu'à termes stri
tement positifs et véri�ant

un+1

un
> 1 pour tout n ≥ 2.

Pour tout entier n ≥ 2,
vn+1

vn
=

1 +
1

n+ 1

1 +
1

n

× un+1

un
=

(

1 +
1

n+ 1

)(

1 +
1

(n+ 1)2

)

1 +
1

n

et on montre que

(

1 +
1

n+ 1

)(

1 +
1

(n+ 1)2

)

1 +
1

n

≤ 1 par équivalen
e :

(

1 +
1

n+ 1

)(

1 +
1

(n+ 1)2

)

1 +
1

n

≤ 1 ⇔ 1+

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 1)3
≤ 1+

1

n
⇔ 1

n
− 1

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
− 1

(n+ 1)3
≥ 0 ⇔ (n+ 1)3 − n(n+ 1)2 − n(n+ 1)− n

n(n+ 1)3
≥

0 ⇔ 1

n(n+ 1)3
≥ 0, 
e qui est évident.

D'où (vn) dé
roissante puisqu'à termes stri
tement positifs et véri�ant

vn+1

vn
≤ 1 pour tout n ≥ 2.

Autre méthode :

vn+1

vn
=

(

1 +
1

n+ 1

)(

1 +
1

(n+ 1)2

)

1 +
1

n

=
n4 + 4n3 + 6n2 + 4n

(n+ 1)4
=

(n+ 1)4 − 1

(n+ 1)4
et don


vn+1

vn
≤

1 pour tout n ≥ 2.

Pour tout n ≥ 2 on a : vn − un =
1

n
× un.

Si on arrive à prouver que (un) est bornée alors on pourra 
on
lure que lim
n→+∞

vn − un = 0.

On remarque que vn − un =
1

n
× un don
 vn − un > 0.

Don
 pour tout n ≥ 2 on a un < vn. Et puisque (un) est 
roissante et (vn) dé
roissante, on a u2 ≤ un < vn ≤ v2.

Don
 la suite (un) est bornée et vn − un =
1

n
× un tend vers 0.

Ainsi, les deux suites (un) et (vn) sont adja
entes, elles sont don
 toutes deux 
onvergentes, et 
onvergent vers

la même limite.
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Exer
i
e 18 suites adja
entes

On 
onsidère les suites u et v dé�nies par : ∀n ∈ N∗ , un =
n
∑

k=1

1

k
− lnn et vn = un − 1

n
.

1. Montrer que ∀x ∈ R∗
+ , ln(x) ≤ x− 1.

2. Étudier la monotonie des suites (un)n≥1 et (vn)n≥1. Justi�er qu'elles 
onvergent vers une même limite

que l'on notera ℓ.

3. Déterminer lim
n→+∞

(u2n − un) et en déduire lim
n→+∞

n
∑

j=1

1

n+ j
.

Solution :

1. Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur ]0; +∞[ par f(x) = x − 1 − ln(x). En déduire que

∀x > 0, f(x) ≥ 0.

2. ∀n ≥ 1 on a un+1 − un =

(

n+1
∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)

)

−
(

n
∑

k=1

1

k
− lnn

)

=
1

n+ 1
− ln(n+1)+ ln(n), et se servir

de la question 1 pour un x bien 
hoisi.

Faire de même pour vn+1 − vn.

(un) est dé
roissante et (vn) 
roissante, et elles sont adja
entes.

3. (un) 
onverge vers ℓ don
 (u2n) 
onverge aussi vers ℓ, et par opération sur les limites : lim
n→+∞

(u2n−un) =

ℓ− ℓ = 0.

u2n − un =

(

2n
∑

k=1

1

k
− ln(2n)

)

−
(

n
∑

k=1

1

k
− lnn

)

=

(

2n
∑

k=n+1

1

k

)

− ln(2) =

n
∑

j=1

1

n+ j
− ln(2), en ayant posé

le 
hangement d'indi
e k = n+ j ⇔ j = k − n

Exer
i
e 19

Soit (Sn)n∈N∗
la suite de terme général Sn =

n
∑

k=1

1

k
.

On veut démontrer que lim
n→+∞

Sn = +∞.

On introduit les suites (un)n∈N∗
et (vn)n∈N∗

de terme général un =

n
∑

k=1

1

k
− ln(n) et vn =

n
∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)

1. Montrer que ∀x ∈ R∗
+ , ln(x) ≤ x− 1. En déduire que pour tout n ≥ 1 on a

1

n+ 1
≤ ln

(

n+ 1

n

)

≤ 1

n
.

2. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adja
entes.

3. Que peut-on dire de la monotonie de la suite (Sn) ? Que peut-on dire de son 
omportement possible lorsque

n tend vers +∞ ?

4. En utilisant la relation entre Sn et un, 
on
lure quant à la nature de la suite (Sn).

Solution :

1. Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur ]0; +∞[ par f(x) = x − 1 − ln(x). En déduire que

∀x > 0, f(x) ≥ 0. Con
lure.

Appliquer l'inégalité pré
édente pour n ≥ 1 �xé à x =
n+ 1

n
puis à x =

n

n+ 1
qui sont bien des réels

dans l'intervalle ]0; +∞[.

2. (un) est dé
roissante et (vn) 
roissante.

De plus ∀n ≥ 1, un − vn = − ln(n) + ln(n+ 1) = ln

(

n+ 1

n

)

= ln

(

1 +
1

n

)

. Don
 lim
n→+∞

un − vn = 0.

3. Pour tout entier n ≥ 1 : Sn+1 − Sn =
1

n+ 1
et

1

n+ 1
> 0 don
 (Sn) est stri
tement 
roissante.

(Sn) est 
roissante don
 ou bien elle est majorée et alors elle 
onverge ; ou bien elle est non majorée et

alors elle tend vers +∞.

4. Sn = un + ln(n). Puisque (un) 
onverge et lim
n→+∞

ln(n) = +∞, on a lim
n→+∞

Sn = +∞.
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Exer
i
e 20

Soient x0 et y0 deux nombres réels stri
tement supérieurs à 1 tels que x0 < y0 et les suites (xn)n∈N et (yn)n∈N

dé�nies par : ∀n ∈ N , xn+1 =
1

2
(xn +

√
yn) et yn+1 =

1

2
(yn +

√
xn).

Étudier les deux suites (xn) et (yn).

Solution :

Montrer par ré
urren
e que pour tout n ∈ N on a 1 < xn < yn.

En déduire que, puisque yn+1 − yn =
1

2
(
√
xn − yn) pour tout n ∈ N, on a (yn) dé
roissante.

En déduire que (yn) 
onverge. Puis que (xn) 
onverge.

En notant ℓ1 = lim
n→+∞

xn et ℓ2 = lim
n→+∞

yn, montrer que ℓ1 =
√

ℓ2 et ℓ2 =
√

ℓ1.

En 
on
lure que ℓ1 = ℓ2 = 1.

Exer
i
e 21

Quelle est la nature des suites u et v dé�nies par 1 < u0 < v0 et

∀n ∈ N , un+1 =
√

un
√
vn et vn+1 =

√

vn
√
un ?

Solution :

Remarquer que pour tout n ∈ N,
un+1

vn+1

=

(

un

vn

)1/4

. D'où une ré
urren
e possible. Tout dépend don
 de

u0

v0
par

rapport à 1.

Si u0 < v0 on en déduit don
 que

un

vn
< 1 pour tout n.

Puis que 1 < un < vn pour tout n. Puis que vn+1 ≤ vn. Don
 (vn) est dé
roissante. Puis 
onvergente.
(un) 
onverge aussi. Leur limite respe
tive ℓ1 et ℓ2 sont égales à 1.

Exer
i
e 22

Soit n ≥ 1.

1. Montrer que l'équation

n
∑

k=1

xk = 1 admet une unique solution an dans [0; 1].

2. Montrer que (an)n∈N est dé
roissante minorée par

1

2
.

3. Montrer que (an) 
onverge vers
1

2
.

Solution :

1. Pour un n ≥ 1 �xé, étudier la fon
tion fn dé�nie sur [0; 1] par fn(x) =

n
∑

k=1

xk − 1. Et utiliser le théorème

des valeurs intermédiaires.

2. fn+1(x)− fn(x) = xn+1
don
 sa
hant que fn(an) = 0, on a fn+1(an) > 0.

Don
 fn+1 étant 
roissante et puisque fn+1(an) > 0 et fn+1(an+1) = 0, on a an+1 < an.

Véri�er que fn

(

1

2

)

< 0 pour tout n, et utiliser le fait que fn est stri
tement 
roissante.

3. (an) dé
roissante et minorée 
onverge.

Montrer que si δ >
1

2
est �xé, (fn(δ)) tend vers une limite >0. En déduire que an < δ à partir d'un 
ertain

rang.

En déduire que pour tout δ > 1/2, à partir d'un 
ertain rang

1

2
≤ an ≤ δ. Con
lure.

Exer
i
e 23

On 
onsidère les deux suites :

un = 1+
1

1!
+ ...+

1

n!
; n ∈ N,

vn = un +
1

n!
; n ∈ N

Montrer que (un)n et (vn)n 
onvergent vers une même limite. Et montrer que 
ette limite est un élément de

R\Q, 
'est à dire vers un nombre irrationnel.

Solution :

(un) est stri
tement 
roissante : un+1 − un =
1

(n+ 1)!
pour tout entier n.
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(vn) est stri
tement dé
roissante à partir de n = 2 : vn+1 − vn =
2

(n+ 1)!
− 1

n!
=

−(n− 1)

(n+ 1)!
pour tout entier n.

vn−un =
1

n!
tend vers 0 don
 (un) et (vn) sont adja
entes. On en déduit qu'elles 
onvergent et qu'elles ont une

même limite ℓ.

Et on a : pour tout entier n ≥ 2 on a un < ℓ < vn puisque les suites sont adja
entes et stri
tement monotones.

Pour tout entier n ≥ 2 on a un < ℓ < vn, et un peut s'é
rire sous la forme un =
an
n!

ave
 an entier et vn =
1 + an
n!

.

Si on suppose ℓ rationnel, alors il existe une é
riture de ℓ 
omme ℓ =
A

N !
ave
 A entier et N ≥ 2 (si N = 1 alors

ℓ serait entier or u2 = 2, 5 et v2 = 3 et u2 < ℓ < v2 don
 ℓ non entier.

Mais alors on a en parti
ulier pour n = N : uN < ℓ < vN prouve que aN < A < 1 + aN , 
e qui est impossible


ar an et 1 + an sont deux entiers 
onsé
utifs.

Exer
i
e 24

Soit u la suite réelle véri�ant ∀n > 0, un+1 = 2un + n et u0 = 1.

1. Montrer qu'il existe un 
ouple (a, b) de réels tel que la suite (wn)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N, wn = an+ b
véri�e la relation ∀n ∈ N, wn+1 = 2wn + n.

2. Montrer alors que la suite (zn)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N, zn = un + n+ 1 véri�e ∀n ∈ N, zn+1 = 2zn.

3. En déduire l'expression de zn en fon
tion de n puis 
elle de un.

Solution :

On trouve que (wn) dé�nie par ∀n ∈ N, wn = −n− 1 
onvient.

(zn) est géométrique don
 pour tout n ∈ N on a zn = z0 × 2n. Puis un = zn − n− 1.

Exer
i
e 25

Soient α et β deux suites satisfaisant la relation

∀k ∈ N,

{

αk+1 = 3αk + βk

βk+1 = 2αk + 4βk
et

{

α0 = 2
β0 = −1

On introduit deux suites auxiliaires z et t en posant zk = αk + βk et tk = 2αk − βk.

1. Montrer que les deux suites z et t sont géométriques.

2. Donner l'expression de zk et tk en fon
tion de k, puis 
elle de αk et βk.

Solution :

1. On trouve que pour tout k : zk+1 = 5zk et tk+1 = 2tk

2.

Exer
i
e 26

Soit (up)p>0 une suite satisfaisant à la relation ∀p > 0, up+1 = 2up + 5p.

Pour expli
iter le terme général de 
ette suite, on pose ∀p ∈ N, αp =
up

5p
.

1. Trouver la relation de ré
urren
e qui lie αp+1 à αp.

2. En déduire l'expression de αp en fon
tion de p puis 
elle de up.

Solution :

Véri�er que ∀p ∈ N, αp+1 =
2

5
αp +

1

5
.

On a don
 une suite arithméti
o-géométrique.

ℓ =
2

5
ℓ+

1

5
⇐⇒ ℓ =

1

3
.

La suite (βp) dé�nie par βp = αp − ℓ = αp −
1

3
est géométrique de raison

2

5
. On a don
 βp = β0 ×

(

2

5

)p

.

Revenir à αp = βp +
1

3
puis à up = 5p αp.
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Exer
i
e 27

On 
onsidère la suite u dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =
3un + 1

2un + 4
.

1. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ R+.

On introduit alors la suite auxiliaire t dé�nie par ∀n ∈ N, tn =
2un − 1

un + 1
.

2. Montrer que la suite t est géométrique.

3. Expli
iter alors tn en fon
tion de n puis un en fon
tion de n.
En déduire la 
onvergen
e de la suite u et donner sa limite.

Solution :

Exer
i
e 28

Soit u la suite véri�ant la relation ∀n ∈ N, un+2 =
√
unun+1 ave
 u0 > 0 et u1 > 0.

1. Montrer que ∀n ∈ N, un > 0.

2. On 
onsidère alors la suite w dé�nie par ∀n ∈ N, wn = lnun.

a. Montrer que la suite w est ré
urrente linéaire d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants.

b. Expli
iter wn en fon
tion de n,w1, w0 et en déduire sa limite en +∞.

3. Cal
uler alors la limite de (un) en +∞ en fon
tion de u0, u1.

Exer
i
e 29

Soit a > 0 et u la suite dé�nie par un =
(

1 +
a

n

)n

.

1. Montrer que ∀t ∈ R+,
t

1 + t
6 ln(1 + t) 6 t puis que ∀n ∈ N×,

na

n+ a
6 lnun 6 a.

2. En déduire la 
onvergen
e des suites (lnun)n et (un).

Exer
i
e 30

Étudier la monotonie des suites suivantes

∀n ∈ N∗, an =

n
∑

k=1

1

k
, bn =

(

n
∑

k=1

1

k2

)

+
1

n
, cn =

(

n
∑

k=1

ln k

)

− n lnn.

Solution :

• Pour tout entier n ≥ 1 on a : an+1 − an =

n+1
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

k
=

1

n+ 1

Don
 ∀n ≥ 1, an+1 − an > 0. Don
 la suite (an) est stri
tement 
roissante.

• Pour tout entier n ≥ 1 on a : bn+1 − bn =

n+1
∑

k=1

1

k2
+

1

n+ 1
−

n
∑

k=1

1

k
− 1

n
=

1

(n+ 1)2
+

1

n+ 1
− 1

n
=

−1

n(n+ 1)2

Don
 ∀n ≥ 1, bn+1 − bn < 0. Don
 la suite (bn) est stri
tement dé
roissante.

• Pour tout entier n ≥ 1 on a : cn+1 − cn =

n+1
∑

k=1

ln(k)− (n+ 1) ln(n+ 1)−
n
∑

k=1

ln(k) + n ln(n) = n ln

(

n

n+ 1

)

Don
 ∀n ≥ 1, cn+1 − cn < 0. Don
 la suite (cn) est stri
tement dé
roissante.

Exer
i
e 31

On 
onsidère la suite u dé�nie par : ∀n > 2, un+1 = un

(

1− 1

n2

)

et u2 = 1

1. Montrer que ∀n ≥ 2, 0 < un 6 1 puis donner la monotonie de la suite u.

2. En déduire que la suite u est 
onvergente.

3. Montrer que ∀n > 2, un =
n

2(n− 1)
et en déduire lim

n→+∞
un.

Exer
i
e 32

On 
onsidère la suite u dé�nie par ∀n > 0, un+1 = 2
√
un − 1 et u0 = 2.

1. Montrer que ∀n > 0, un > 1. Etudier la monotonie de la suite u.

2. Montrer qu'elle 
onverge et déterminer sa limite.
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Exer
i
e 33

On 
onsidère la suite u dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 =
√
un + 2.

1. Montrer que ∀n > 0, 0 < un 6 2. Quelles sont les limites éventuelles de u ?

2. Montrer que ∀x ∈ [0, 2],
√
x+ 2 > x. En déduire la monotonie de la suite u.

3. Justi�er la 
onvergen
e de la suite u et déterminer sa limite.

Exer
i
e 34

Soit u la suite dé�nie par un+1 =
2u2

n

1 + 5un
et u0 > 0.

1. Montrer que ∀ n > 0, un > 0. En déduire la monotonie de u

2. La suite est-elle 
onvergente ? Cal
uler sa limite.

3. Montrer que ∀ n > 0, un+1 6
2un

5
puis que ∀n > 0, un 6

(

2

5

)n

u0.

Retrouver ainsi le résultat de la question pré
édente.

Exer
i
e 35

Soit u la suite dé�nie par ∀n ∈ N, un+1 =
u2
n

2un − 1
et u0 = 3.

1. Montrer que ∀n > 0, un existe et un > 1 puis déterminer la monotonie de la suite u.

2. Justi�er la 
onvergen
e de la suite u et expli
iter sa limite.

Exer
i
e 36

On 
onsidère la suite u dé�nie par ∀n ∈ N, un+1 =
2un

3un + 1
et u0 = 1

1. Montrer que ∀n > 0, un >
1

3
puis que ∀x ∈

[

1

3
,+∞

[

,
2x

3x+ 1
6

x

2
+

1

6

2. Montrer que ∀n > 0, un+1 6
un

2
+

1

6
. En déduire que ∀n > 0, un 6

1

3
+

1

3× 2n−1

3. Déduire des questions pré
édentes que la suite u 
onverge et donner sa limite.

Exer
i
e 37

Soit u la suite dé�nie par u0 > 0 et un+1 = un +
1

un
.

1. Montrer que ∀ n > 0, un > 0 et donner la monotonie de la suite u.

2. Montrer par ré
urren
e que ∀n > 0, u2
n > 2n+ u2

0 et déterminer lim
n→+∞

un.

Exer
i
e 38

On dé�nit deux suites a et b par an =

n
∑

k=0

1

k!
et bn = an +

1

n× n!
.

Montrer que 
es deux suites sont adja
entes. Con
lusion.

Exer
i
e 39 d'après E
ri
ome 2004 ECS

On dé�nit la suite (an)n≥1 de terme général an par :

an =

√
n

(

2n

n

)

4n
∀, n ≥ 1

1. Cal
uler a1 et, pour tout entier n ≥ 1, le rapport
an+1

an
.

2. Démontrer que pour tout entier n ≥ 1 : an ≤
√

n

2n+ 1
.

3. Donner le sens de variation de la suite (an)n∈N∗
, et montrer qu'elle 
onverge vers un réel ℓ tel que :

1

2
≤ ℓ ≤ 1√

2
. On admet que ℓ =

1√
π
.
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Exer
i
e 40 d'après Esse
 2013 ECE

On se propose d'étudier la suite (un)n∈N
, dé�nie par la donnée de u0 = 0 et par la relation, valable pour tout

entier naturel n : un+1 =
u2
n + 1

2
.

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 0 6 un 6 1.

b. Étudier les variations de la suite (un)n∈N
.


. Déduire des questions pré
édentes que la suite (un)n∈N

onverge et donner sa limite.

2. a. É
rire une fon
tion S
ilab qui prend 
omme argument un entier n et qui renvoie la valeur de un.

b. En déduire un programme, rédigé ave
 S
ilab, qui permet de déterminer et d'a�
her la plus petite

valeur de n pour laquelle on a 0 < 1− un < 10−3
.

3. Pour tout entier naturel n, on pose vn = 1− un .

a. Pour tout entier naturel k , exprimer vk − vk+1 en fon
tion de vk.

b. Simpli�er, pour tout entier naturel n non nul, la somme

n−1
∑

k=0

(vk − vk+1).


. En déduire que la suite (Wn), de terme général Wn =
n
∑

k=0

v2k, est 
onvergente. Déterminer sa limite.
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