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Introduction

Voici un exposé présentant le triangle de Pascal et une
application au binbme de Newton.

@ Le triangle de Pascal

e Le binbme de Newton
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définition
Le triangle de Pascal propriétés
calcul des up

@ Le triangle de Pascal
@ définition
@ propriétés
@ calcul des uy i
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Le triangle de Pascal

On va définir une suite double d’entiers que I'on peut ranger
dans un tableau
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définition

Le triangle de Pascal

On va définir une suite double d’entiers que I'on peut ranger
dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont
numérotées a partir de 0 comme sur ce dessin :
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

On va définir une suite double d’entiers que I'on peut ranger
dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont
numérotées a partir de 0 comme sur ce dessin :

N R EIEE
0 [Uo,0

1 |Ui0|U11

2

3

4 Ug 2

5 |Uso Us5
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

On va définir une suite double d’entiers que I'on peut ranger
dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont
numérotées a partir de 0 comme sur ce dessin :

N R EIEE
0 [Uo,0

1 |Ui0|U11

2

3

4 Ug 2

5 |Uso Us5

Unk estle terme situé dans la case du tableau situé a la ligne n
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

On va définir une suite double d’entiers que I'on peut ranger
dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont
numérotées a partir de 0 comme sur ce dessin :

N R EIEE
0 |Yoo

1 |Ui0|U11

2

3

4 Ug 2

5 |Uspo Uss

Unk estle terme situé dans la case du tableau situé a la ligne n
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Le triangle de Pascal

La suite u des termes u, i est construite de la fagon suivante :
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

La suite u des termes u, i est construite de la fagon suivante :
Uno = 1 pourtoutn>0:

NJo|1|2]3|4]s
0|1

1] 1 |Uia

2

3

4 Ug2

511 Us 5
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

La suite u des termes u, i est construite de la fagon suivante :
Uno = 1 pourtoutn>0:

NJo|1|2]3|4]s
0|1

1] 1 |Uia

2

3

4 Ug2

511 Us 5

Autrement dit, la premiére colonne correspondant a k = 0 n’est

composée que de 1.
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Le triangle de Pascal

Puis on poursuit la construction des termes u, i de la fagon
suivante :
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Puis on poursuit la construction des termes up i de la fagon
suivante : U, n = 1 pour toutn > 0:

N R EIEE
01

1|11

2

3

4 Ug,2

5| 1 1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Puis on poursuit la construction des termes up i de la fagon
suivante : U, n = 1 pour toutn > 0:

N R EIEE
01

1|11

2

3

4 Ug,2

5| 1 1

Autrement dit, la premiéere diagonale n’est composée que de 1.
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Le triangle de Pascal

Puis on poursuit la construction des termes situés a I'intérieur
du triangle :
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Puis on poursuit la construction des termes situés a I'intérieur
du triangle : Up x + Unk+1 = Uny1k+1 POUr tout n etk tels que
0<k<n

Ug 2

galbr|]JlwW|IDN]PFL]|O
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Puis on poursuit la construction des termes situés a I'intérieur
du triangle : Up x + Unk+1 = Uny1k+1 POUr tout n etk tels que
0<k<n

Ug 2

galbr|]JlwW|IDN]PFL]|O

Autrement dit, la somme des deux termes des cases bleues

Aonnea la terme dea |la ~ace rAarine 7/51



Le triangle de Pascal

Les trois régles précédentes permettent de remplir ligne aprées
ligne le tableau :
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définition

Le triangle de Pascal

Les trois régles précédentes permettent de remplir ligne aprées
ligne le tableau :

les deux premieres régles :

Un,o = 1 pour toutn > 0

Un,n = 1 pour toutn > 0
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Les trois régles précédentes permettent de remplir ligne aprées
ligne le tableau :

les deux premieres régles :

Un,o = 1 pour toutn > 0

Un,n = 1 pour toutn > 0

k
n

0Ol112]3]4]|5

1

aldr|]O®W|IDN]|F]|]O
[EEN
[EEN
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Le triangle de Pascal

Les trois régles permettent de remplir ligne apres ligne le
tableau :
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définition

Le triangle de Pascal

Les trois régles permettent de remplir ligne apres ligne le
tableau :

la troisieme régle :

Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

Les trois régles permettent de remplir ligne aprés ligne le
tableau :

la troisieme régle :

Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n

k

nN\]O0|1]|23|[4]5

= | ©
=

a|jlb|Jlw N
[E
[E
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisiéme regle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan = 3:
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisiéme regle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan = 3:

k
n

al|ldr|]®W|IDN]|F]|]O
=

11/51



définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisiéme regle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan =4 :

N R EIEE
01

111
21]2]|1
s|1]|3|3|2
4|1 1
5| 1 1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisiéme regle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan =4 :

k
n

albrh]J]w]IN]F—,]O
[SN
Bl w|IN]| -
w
P~
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisiéme regle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan =5

N R EIEE
01

111
21]2]|1
s|1]|3|3|2
al1|ale|afn
5| 1 1

14/51



définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, g

la troisieme régle :
Unk + Unk+1 = Unt1k+1 pourtoutnetk telsque 0 <k <n
permet de remplir la ligne correspondantan =5:

NJo|1|2]3|4]s
o1
1111

10]10| 5| 1

et ainsi de suite...
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Quelles propriétés semble avoir ce triangle ?

N R EIEE
01

111
21]2]|1
s|1]|3|3|2
al1|ale|afn
5|15 w0[10]5]1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Quelles propriétés semble avoir ce triangle ?

N R EIEE
01

111
21]2]|1
s|1]|3|3|2
al1|ale|afn
5|15 w0[10]5]1

il n"est composé que d’entiers naturels : ¥(k,n) € Non a
ljn7k € I§I.
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Chaque ligne est un palindrome : elle se lit aussi bien de
gauche a droite que de droite a gauche.

NQof1]2[3s]4a]s
01

111
2121
s|1]|3|3|2
al1|ale|afn
5|15 w0[10]5]1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Chaque ligne est un palindrome : elle se lit aussi bien de
gauche a droite que de droite a gauche.

NQof1]2[3s]4a]s
01

111
2121
s|1]|3|3|2
al1|ale|afn
5|15 w0[10]5]1

Comment écrire cette relation ?
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Chaque ligne est un palindrome : elle se lit aussi bien de
gauche a droite que de droite a gauche.

NJo|1|2]3|4]s
o1
11]1

2 2
3 3
4111416411
5 5|110]10]1 5|1

Pourtoutn > 0ona:

pour toutk tel que 0 <k <n, Uy = Upn_k-
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Il'y a bien d’autres propriétés : la somme des termes formant la
ligne n est égale a 2" :

n
Z Upk = 2"
k=0

NJo|1|2]3|4]s
o1
111

10|10 5| 1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

On voudrait maintenant trouver I'expression générale de ces
termes () sans avoir besoin de les construire ligne apres ligne.
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On voudrait maintenant trouver I'expression générale de ces
termes () sans avoir besoin de les construire ligne apres ligne.

pour cela on va faire une digression sur les factorielles...
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"

par exemple : 1! =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"

parexemple: 1! =1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1

par exemple : 3! =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1

par exemple : 3! =6
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1
par exemple : 3! =6

par exemple : 4! =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1
par exemple : 3! =6

par exemple : 4! =24
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1

par exemple : 3! =6

par exemple : 4! =24

on remarque que 4! =4 x 3!
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Rappel : pour n > 1, on note n! le produit de tous les entiers
naturels compris entre L etn :

nN=1x2x---xn

On lit ce nombre "factorielle n"
parexemple: 1! =1

par exemple : 3! =6

par exemple : 4! =24

on remarque que 4! =4 x 3! et de facon générale
nl=nx(n—1) pourtoutn > 2
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Par nécessité on impose que 0! = 1.
Ainsi, n! peut se définir par récurrence :

or=1
nl=nx(n—-1) pourtoutn>1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Par nécessité on impose que 0! = 1.
Ainsi, n! peut se définir par récurrence :
ol=1

nl=nx(n—-1) pourtoutn>1

Ainsi puisque 1! = 1 on a bien pour n = 1 la relation
nl=nx(n-1).
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Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

nl=nx(n—-1) pourtoutn>1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

0l=1
nl=nx(n—-1) pourtoutn>1

On définit alors les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

0l=1
nl=nx(n—-1) pourtoutn>1

On définit alors les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

3! 3! 6

2!(3’,—2)!:2!><1!:2><1:3

par exemple (3) =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

0l=1
nl=nx(n—-1) pourtoutn>1

On définit alors les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

3! 3! 6

— =3
2x1

par exemple (3) ) (3-2)! T 2ix 1

5! 5! 120

T 6x2

3I(5-3) 3lx2l 10

par exemple (3) =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

ny n!
k) kI(n—k)!
pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Kk

On peut alors calculer les

0 1 2 3 4 5
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

ny n!
k) kI(n—k)!
pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

On peut alors calculer les

k
0 1 2 3 4 5
n
0 1
1 1 1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

Il'y a une forte ressemblance avec les termes de la suite

(ljn7k )...
on va montrer que ce sont en fait deux suites qui prennent les

mémes valeurs... et on aura donc trouveé la formule générale
qgue I'on cherchait...
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

par exemple () =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n!
par exemple () = o 0yl —
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n! n!
0!(n—0)! 1xn!

par exemple () =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n! n!
0!(n—0)! 1xn!

par exemple () =

par exemple (;) =
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n! n!

par exemple (8) = 0! (n—0)! - 1xn!

n!
par exemple (;) = TGRS
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n! n!

par exemple (8) = 0! (n—0)! - 1xn!

n n! n!
par exemple () = n!'(n —n)! T hnix0l
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a défini les termes () comme

(&) = iy

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

n! n!

par exemple (8) = 0! (n—0)! - 1xn!

o (M) — n _ntnt
parexempe(n)—m(n_n)!_n!XO!_n!xl_
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On définit les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Onamontré que (g) =let()) =1
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On définit les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Onamontré que (g) =let()) =1
On montre alors que I'on a la relation :

(®) + (1) = (27) pour toutn etk tels que 0 < k < n
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On définit les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Onamontré que (g) =let()) =1
On montre alors que I'on a la relation :

(®) + (1) = (27) pour toutn etk tels que 0 < k < n

démontrer cette relation !
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On définit les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Onamontré que (g) =let()) =1
On montre alors que I'on a la relation :

(®) + (1) = (27) pour toutn etk tels que 0 < k < n

démontrer cette relation !
Ce qui justifie que la suite des (i) suit exactement le méme
procédé de construction que la suite (up k).
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

On définit les termes (i) comme

(&) = ey

pour toutn > 0 et k vérifiant 0 <k <n

Onamontré que (g) =let()) =1
On montre alors que I'on a la relation :

(®) + (1) = (27) pour toutn etk tels que 0 < k < n

démontrer cette relation !

Ce qui justifie que la suite des (i) suit exactement le méme
procédé de construction que la suite (up k).

Et donc pour tout n > 0 et k vérifiant0 <k <n,ona

o= () = ki
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d on
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

Ainsi, plut6t que de noter upx on préfere noter les termes (})
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

Ainsi, plut6t que de noter upx on préfere noter les termes (})
que l'on "lit" : k parmin
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up, i

Ainsi, plut6t que de noter upx on préfere noter les termes (})
que l'on "lit" : k parmin

N R EIEE
0 |Yo,

1 |Ui0|U11

2

3

4 Ug 2

5 |Uso Us5

devient avec ces nouvelles notations :
29/51



définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up

Plut6t que de noter upx on préfére noter les termes (i)

k
0 1 2 3 4 5

(2)
5 30/51



définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

° (g) =1 pourtoutn >0
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

n : .
° <0> =1 pourtoutn >0 pourremplir la premiere

colonne
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

n : .
° <0> =1 pourtoutn >0 pourremplir la premiere

colonne

° (2) =1 pourtoutn >0
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

n : .
° <0> =1 pourtoutn >0 pourremplir la premiere

colonne

° (2) =1 pourtoutn >0 pourremplir la diagonale
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

n : .
° <0> =1 pourtoutn >0 pourremplir la premiere

colonne

° (2) =1 pourtoutn >0 pourremplir la diagonale

" + A n+i our tout n et k tels que
[ ] =
) Flkr1) "k 1) P q

0<k<n
relation appelée formule de Pascal
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définition
Le triangle de Pascal propriétés

calcul des up i

On a les trois régles de construction par récurrence du triangle :

n : .
° <0> =1 pourtoutn >0 pourremplir la premiere

colonne

° (2) =1 pourtoutn >0 pourremplir la diagonale

" + A n+i our tout n et k tels que
[ ] =
) Flkr1) "k 1) P q

0<k<n
relation appelée formule de Pascal
pour remplir l'intérieur
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définition
démonstrations

Le binbme de Newton

e Le bindbme de Newton
@ définition
@ démonstrations
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définition

LA démonstrations
Le binéme de Newton -

On appelle formule du Binbme de Newton la relation exprimant
le développement de I'identité remarquable (a + b)" lorsque a
et b sont deux nombres réels
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définition
démonstrations

Le binbme de Newton

On appelle formule du Binbme de Newton la relation exprimant
le développement de I'identité remarquable (a + b)" lorsque a
et b sont deux nombres réels (ou plus généralement deux
nombres complexes).
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définition
démonstrations

Le binbme de Newton

On appelle formule du Binbme de Newton la relation exprimant
le développement de I'identité remarquable (a + b)" lorsque a
et b sont deux nombres réels (ou plus généralement deux
nombres complexes).
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On appelle formule du Binbme de Newton la relation exprimant
le développement de I'identité remarquable (a + b)" lorsque a
et b sont deux nombres réels (ou plus généralement deux
nombres complexes).

Par exemple

(a+Db)? = a* 4 2ab + b?

(a+b)® = a3+ 3a%b + 3ab? + b3
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LA démonstrations
Le binéme de Newton -

(a+b)? = a* 4 2ab + b?

(a+b)® =a®+ 3a%b + 3ab? + b3

(a+b)* = a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab® + b*

Quelles sont les propriétés remarquables de ces
développements ?
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Dans le développementde (a+ b)" :
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(a+b)? =a? + 2ab + b?
(a+b)®=a+3a%b + 3ab? + b3
(a+b)* =a*+ 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*
on remargue que :

e Iy aune somme de termes en akb’ avec k + ¢ = n. donc
en akb"k,
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LA démonstrations
Le binéme de Newton -

Dans le développementde (a+ b)" :

(a+b)? =a? + 2ab + b?
(a+b)®=a+3a%b + 3ab? + b3
(a+b)* =a*+ 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*

on remarque que :

e Iy aune somme de termes en akb’ avec k + ¢ = n. donc
en akb"k,

e Cette somme commence toujours par a" et se finit par b" .

e Iy aun nombre entier devant chaque terme akb"— :
pourn =2 cesentierssont1/2/1

pourn = 3 ces entierssont1/3/3/1
pourn=4cesentierssontl1/4/6/4/1

Ces entiers ressemblent étrangement a ceux du triangle de

Pascal.
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On va donc démontrer la formule dite du binbme de Newton :

(a+Db)" = zn: <E>ak bk

k=0

36/51



définition

LA démonstrations
Le binéme de Newton -

On va donc démontrer la formule dite du binbme de Newton :
" /n
b n_ k bn—k
(a+b) g <k>a

cette formule semble vraie pour n =2, n = 3 et n = 4. On peut
observer qu’elle est aussi vraie avant : pourn =1etn =0.
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Le binbme de Newton

La relation

(a+Db)" = zn: <E>a" bk

k=0
peut se démontrer :
- par un raisonnement prouvant une relation de récurrence
- par récurrence

- par un raisonnement ensembliste et de dénombrement
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de

récurrence
Passer de (a + b)? a (a + b)3 c’est d’abord développer a

(a+b)? = a? + 2ab + b2

xi/ x% x/

(a+b>=(a+b)(a+b)?= a® +2a’b + ab’
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence
Passer de (a+ b)? a (a+ b)3 c’est d’abord développer a, puis b

(a+b)* = a’ + 2ab 4 b2

xi,/ x% ><7/

(a+b)d=(a+b)(a+b?= a® +2a’°b + ab?

(a+b)*= a’ + 2ab + b2

Xi/\ib x/\ib X%\ib
(@a+b)°=(a+0b)(a+b)?= a® +3a’ +3ab> +V°
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Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence

(a+b)? = a? + 2ab + b2

X;L/\ib X%\ib X%\fb

(@+b)®=(a+b)(a+b)?= a® +3a®b +3ab® +b°
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Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence

(a+b)? = a? + 2ab + b2

X;L/\ib X%\ib X%\fb

(@+b)®=(a+b)(a+b)?= a® +3a®b +3ab® +b°

On voit donc qu'il N’y a qu’un seul terme en a3 avec comme
coefficient entier 1 devant. Idem pour b3.
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence

(a+b)? = a? + 2ab + b2

X;L/\ib Xa b X%\fb

(@+b)®=(a+b)(a+b)?= a® +3a®b +3ab® +b°

On voit donc qu'il N’y a qu’un seul terme en a3 avec comme
coefficient entier 1 devant. Idem pour b3.

les autres termes sont de la forme ak b3—* avec comme
coefficient entier la somme de deux coefficients de la ligne
précédente.

Les coefficients suivent donc la régle du triangle de Pascal, et
donc ils sont égaux a uzy = (3)
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence
(a+b)? = a’ + 2ab + b2

X%\ib Xa b X%\?b

(@+b)°=(a+b)(a+b)?= a® +3a’b +3ab® +0°

On peut généraliser aisément :
On voit donc qu’il 'y a qu’un seul terme en a" avec comme

coefficient entier 1 devant. ldem pour b".
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement prouvant une relation de
récurrence

(a+b)? = a® + 2ab + b2

X%\ib Xa b X%\?b

(@+b)*=(a+0b)(a+b)?= a® +3a’b +3ab® +V

On peut généraliser aisément :

On voit donc qu’il 'y a qu’un seul terme en a" avec comme
coefficient entier 1 devant. ldem pour b".

les autres termes sont de la forme a b"~* avec comme
coefficient entier la somme de deux coefficients de la ligne
précédente.

Les coefficients suivent donc la régle du triangle de Pascal, et

donc ils sont égaux a unx = ()
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Le binbme de Newton

Démonstration par récurrence
Soient a et b deux réels (ou deux complexes) fixés. Montrons
par récurrence la formule du binbme de Newton :

n
pourtoutn € N, (a+hb)"=> " (E)akb”‘k
k=0

n
Notons Py, la propriété : (a+b)"=>" <n>akb”‘k.

k
e . k=0
e Initialisation : la propriété P, est vraie au rang n = 0 car

0
(a+b)°=1etque) <i> akp0—k = (8) a%b° = 1.
k=0
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e Hérédité
Supposons la propriété P, vraie pour un entier n et montrons
alors qu’elle est vraie au rang n 4+ 1. C’est a dire supposons

n
que (a+b)"=>" <E>akb”‘k et montrons alors que
k=0

n+1
n+1
a+ b n+1 __ Z ( > kbn+l—k
k=0

Ona(a+b)"! = (a+b)a+b)"=(a+b) ( n (E)a“b”‘k>

k=0
d’'aprés I'hypothése de récurrence.

43/51



définition

démonstrations

Le binbme de Newton

Alors en développant, on obtient que

S=(a+h) (zn: (E)akb”—k> _

k=0

a (é <E>akb”‘k> +b (é (E)a“b”—k>

par développement du produit

n n
Donc S = (Z <E)ak“b”‘k> + <Z (E)akb”“‘k) par
k=0 k=0

développement de a dans la premiére somme et de b dans la
seconde

On pose alors, dans la premiére somme, le changement de
variable | = k + 1, soit encore k = etona:
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n n
S — Z<E>ak+lbn—k I Z(E)akbn+1—k

k=0 k=0
On pose alors, dans la premiére somme, le changement de
variable | = k + 1, soit encore k = etona:
n n n+1 n
k‘Fl n—k _ n— _
> ()t =30 (" e -

k=0 i=1

n+1
n in+1—i
> <i _ 1>a b

i=1
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Ainsi, on a donc d'aprés le calcul précédent :

CE e e
PuisnS - ((; <i i‘l> aib”+1—i> + <:)a”+1bo> N
((Z <E>akb“+l‘k> + <g) aob”+1>

k=1
on isole les termes qui ne sont pas commun

S — (zn: (" )akbn+1 k_|_( )akbn+1 k> n <:>an+1boJr

par regroupement des deux sommes
n
S= (Z ((kil) + ({3)) akb“+1—k> +attt 4 pntt
k=1

par factorisation dans la somme

Obn+1

\_/
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n
S = (kz ( )akbn—i-l k> 4+ a"tl 4 pntl

Mais alors on reconnait | a formule de Pascal :

(") ()(

%_
k
de sorte que (Z a kpnti=k| 4 gn+l 4 pntt

47/51



définition

démonstrations
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n
n+1\ _
S — abn+l k a_n-i-l bn+l
(") e

Il ne reste plus qu'a voir que a"** = (P antipn+1-(1+) et
pn+1 — (ngl)aoanrl—(O)

pour voir que les termes isolés a1 et b"*+! peuvent étre
intégrés dans la somme pour les indicesk =n+1etk =0
respectivement :

n+1
1 .
D'ouS = (a+b)™ =" <n : >a"b”+1‘k. Et P,,,1 est vraie.
k=0

La propriété P, est donc héréditaire.
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e Conclusion : la propriété P, est vraie au rang O et est
héréditaire. Elle est donc vraie pourtoutn € N :

n
pourtoutn €N, (a+b)"=>)" (E)akb”‘k
k=0
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Le binbme de Newton

Démonstration par un raisonnement ensembliste et de

dénombrement
n fois

(a+b)"=(a+b)x(a+b)x---x(a+b)x(a+b)
il s'agit donc de prendre dans chacune des n parenthéses un
terme a ou b et de les multiplier entre eux.

On a donc une somme de 2" termes, chacun est formé par des
produits de n facteurs égaux a a ou a b.

On doit alors regrouper les termes ayant autantde aetde b ;

on a donc des "anagrammes" de "mots” de la forme
k fois n — k fois

axax---xaxbxbx---xb
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Or les "anagrammes" de "mots" de la forme
k fois n — k fois

—_— ——
a><a><---><a><b><b><|---><b

sont au nombre de . C'est a dire le coefficient du

n!
k!'(n —k)!
triangle de Pascal ().
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Or les "anagrammes" de "mots" de la forme
k fois n — k fois

—_— ——
a><a><---><a><b><b><|---><b

sont au nombre de . C'est a dire le coefficient du

n!
k!'(n —k)!
triangle de Pascal ().

Ainsi,

n
pourtoutn €N, (a+b)"=>)" (E)akb”"‘
k=0
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