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il n’est composé que d’entiers naturels : ∀(k ,n) ∈ N on a
un,k ∈ N.
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Il y a bien d’autres propriétés : la somme des termes formant la
ligne n est égale à 2n :
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On voudrait maintenant trouver l’expression générale de ces
termes

(n
k

)
sans avoir besoin de les construire ligne après ligne.
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On voudrait maintenant trouver l’expression générale de ces
termes

(n
k

)
sans avoir besoin de les construire ligne après ligne.

pour cela on va faire une digression sur les factorielles...
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Par nécessité on impose que 0! = 1.

Ainsi, n! peut se définir par récurrence :
{

0! = 1

n! = n × (n − 1)! pour tout n ≥ 1
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Ainsi, n! peut se définir par récurrence :
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0! = 1
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Il y a une forte ressemblance avec les termes de la suite
(un,k )...
on va montrer que ce sont en fait deux suites qui prennent les
mêmes valeurs... et on aura donc trouvé la formule générale
que l’on cherchait...
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(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

Quelles sont les propriétés remarquables de ces
développements ?
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(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

on remarque que :

• Il y a une somme de termes en akbℓ avec k + ℓ = n. donc
en akbn−k .

• Cette somme commence toujours par an et se finit par bn .

• Il y a un nombre entier devant chaque terme akbn−k :
pour n = 2 ces entiers sont 1 / 2 / 1
pour n = 3 ces entiers sont 1 / 3 / 3 / 1
pour n = 4 ces entiers sont 1 / 4 / 6 / 4 / 1
Ces entiers ressemblent étrangement à ceux du triangle de
Pascal.
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On va donc démontrer la formule dite du binôme de Newton :

(a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)

ak bn−k

cette formule semble vraie pour n = 2, n = 3 et n = 4. On peut
observer qu’elle est aussi vraie avant : pour n = 1 et n = 0.
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La relation

(a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)

ak bn−k

peut se démontrer :

- par un raisonnement prouvant une relation de récurrence

- par récurrence

- par un raisonnement ensembliste et de dénombrement
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Démonstration par récurrence
Soient a et b deux réels (ou deux complexes) fixés. Montrons
par récurrence la formule du binôme de Newton :

pour tout n ∈ N, (a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k

Notons Pn la propriété : (a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k .

• Initialisation : la propriété Pn est vraie au rang n = 0 car

(a + b)0 = 1 et que
0∑

k=0

(
0
k

)

akb0−k =

(
0
0

)

a0b0 = 1.
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• Hérédité
Supposons la propriété Pn vraie pour un entier n et montrons
alors qu’elle est vraie au rang n + 1. C’est à dire supposons

que (a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k et montrons alors que

(a + b)n+1 =

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)

akbn+1−k

On a (a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n = (a + b)

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k

)

d’après l’hypothèse de récurrence.
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Alors en développant, on obtient que

S = (a + b)

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k

)

=

a

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k

)

+ b

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k

)

par développement du produit

Donc S =

(
n∑

k=0

(
n
k

)

ak+1bn−k

)

+

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn+1−k

)

par

développement de a dans la première somme et de b dans la
seconde
On pose alors, dans la première somme, le changement de
variable i = k + 1, soit encore k = i − 1 et on a :
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S =

(
n∑

k=0

(
n
k

)

ak+1bn−k

)

+

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn+1−k

)

On pose alors, dans la première somme, le changement de
variable i = k + 1, soit encore k = i − 1 et on a :

n∑

k=0

(
n
k

)

ak+1bn−k =

n+1∑

i=1

(
n

i − 1

)

aibn−(i−1) =

n+1∑

i=1

(
n

i − 1

)

aibn+1−i
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Ainsi, on a donc d’après le calcul précédent :

S =
n+1∑

i=1

(
n

i − 1

)

aibn+1−i +

(
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn+1−k

)

Puis S =

((
n∑

i=1

(
n

i − 1

)

aibn+1−i

)

+

(
n
n

)

an+1b0

)

+

((
n∑

k=1

(
n
k

)

akbn+1−k

)

+

(
n
0

)

a0bn+1

)

on isole les termes qui ne sont pas commun

S =

(
n∑

k=1

( n
k−1

)
akbn+1−k +

(n
k

)
akbn+1−k

)

+

(
n
n

)

an+1b0 +
(

n
0

)

a0bn+1

par regroupement des deux sommes

S =

(
n∑

k=1

(( n
k−1

)
+
(n

k

))

akbn+1−k
)

+ an+1 + bn+1

par factorisation dans la somme
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S =

(
n∑

k=1

(( n
k−1

)
+
(n

k

))

akbn+1−k

)

+ an+1 + bn+1

Mais alors on reconnaît la formule de Pascal :(
n

k − 1

)

+

(
n
k

)

=

(
n + 1

k

)

de sorte que S =

(
n∑

k=1

(
n + 1

k

)

akbn+1−k

)

+ an+1 + bn+1
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S =

(
n∑

k=1

(
n + 1

k

)

akbn+1−k

)

+ an+1 + bn+1

Il ne reste plus qu’à voir que an+1 =
(n+1

n+1

)
an+1bn+1−(n+1) et

bn+1 =
(n+1

0

)
a0bn+1−(0)

pour voir que les termes isolés an+1 et bn+1 peuvent être
intégrés dans la somme pour les indices k = n + 1 et k = 0
respectivement :

D’où S = (a+ b)n+1 =

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)

akbn+1−k . Et Pn+1 est vraie.

La propriété Pn est donc héréditaire.

48 / 51



Introduction
Le triangle de Pascal

Le binôme de Newton

définition
démonstrations

• Conclusion : la propriété Pn est vraie au rang 0 et est
héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n ∈ N :

pour tout n ∈ N, (a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k
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Démonstration par un raisonnement ensembliste et de
dénombrement

(a + b)n =

n fois
︷ ︸︸ ︷

(a + b)× (a + b)× · · · × (a + b)× (a + b)
il s’agit donc de prendre dans chacune des n parenthèses un
terme a ou b et de les multiplier entre eux.

On a donc une somme de 2n termes, chacun est formé par des
produits de n facteurs égaux à a ou à b.

On doit alors regrouper les termes ayant autant de a et de b ;
on a donc des "anagrammes" de "mots" de la forme

k fois
︷ ︸︸ ︷

a × a × · · · × a×

n − k fois
︷ ︸︸ ︷

b × b × · · · × b
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Or les "anagrammes" de "mots" de la forme
k fois

︷ ︸︸ ︷

a × a × · · · × a×

n − k fois
︷ ︸︸ ︷

b × b × · · · × b

sont au nombre de
n!

k! (n − k)!
. C’est à dire le coefficient du

triangle de Pascal
(n

k

)
.
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Or les "anagrammes" de "mots" de la forme
k fois

︷ ︸︸ ︷

a × a × · · · × a×

n − k fois
︷ ︸︸ ︷

b × b × · · · × b

sont au nombre de
n!

k! (n − k)!
. C’est à dire le coefficient du

triangle de Pascal
(n

k

)
.

Ainsi,

pour tout n ∈ N, (a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)

akbn−k
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