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Plan

Voici un exposé des bases de la théorie des ensembles.

a Appartenance, inclusion
e intersection

e réunion

@ complémentaire

Q différence symétrique

© exercices
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Appartenance, inclusion

Q Appartenance, inclusion
@ appartenance
@ inclusion
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Appartenance, inclusion

Appartenance

Si A est un ensemble, on dit que x appartient a I'ensemble A
ssi x est un élément de A, et on note x € A. Dans le cas
contraire on note x ¢ A.

EXEMPLE : X1 € A Xo € A

()
() A
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Appartenance, inclusion

Si A est un ensemble, on dit que x appartient a I'ensemble A
ssi x est un élément de A, et on note x € A. Dans le cas
contraire on note x ¢ A.

EXEMPLE :

leN;-2¢Nmais -2 cZ

V2 e Rmais v2 ¢ Q (démontré par les grecs)

m¢ Q (démontré par)

5/49



Appartenance, inclusion

Inclusion

Si A et B sont deux ensembles, on dit que A est inclus dans B,
ou gue A est une sous-partie de B ssi tout élément de A est
aussi élément de B. Et on note A C B.

EXEMPLE : ACB
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Appartenance, inclusion

Si A et B sont deux ensembles, on dit que A est inclus dans B,
ou que A est une sous-partie de B ssi tout élément de A est
aussi élément de B. Et on note A C B.

EXEMPLE :

Tout entier naturel est aussi un entier relatif donc on note N C Z

Tout entier naturel est aussi un nombre réel donc N C R

On a la suite d'inclusions classiques: NCcZcDcQcR cC

7149



Appartenance, inclusion

Si A et B sont deux ensembles, on dit que A est inclus dans B,
ou que A est une sous-partie de B ssi tout élément de A est
aussi élément de B. Et on note A C B.

Dans le cas contraire, il existe (au moins) un élément de A qui
n'appartient pas a B. Et on note A ¢ B, que I'on lit " A n’est pas
inclus dans B ".

EXEMPLE : A ¢ B
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Appartenance, inclusion

Si A et B sont deux ensembles, on dit que A est inclus dans B,
ou que A est une sous-partie de B ssi tout élément de A est
aussi élément de B. Et on note A C B.

Dans le cas contraire, il existe (au moins) un élément de A qui
n'appartient pas a B. Et on note A ¢ B, que l'on lit" A n’est pas
inclus dans B ".

EXEMPLE :

7Z ¢ N : tout entier relatif n’est pas forcément un entier naturel,
par exemple —1 € Z mais —1 ¢ N.

[0;1] ¢ R* : par exemple O € [0; 1] mais 0 ¢ R*.
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Appartenance, inclusion

Egalité de deux ensembles

Pour montrer que A = B, il faut et il suffit de montrer la double
inclusion A C B et B C A, ce qui équivaut a montrer que tout
élément de A est élément de B et réciproquement que tout
élément de B est élément de A.

EXEMPLE : Montrerque AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
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intersection

e intersection
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intersection

intersection de deux ensembles

On définit l'intersection de deux parties A et B d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a la
foisa AetaB.

EXEMPLE :
On considere deux disques A et B :

N
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intersection

intersection de deux ensembles

On définit l'intersection de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a la
foisa AetaB.

EXEMPLE :
On considere deux disques A et B :

“ enrose: ANB
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intersection

intersection d’ensembles

On généralise l'intersection a plus d’ensembles :

On définit l'intersection d’une famille de sous-ensembles (A))i¢
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a chacun des ensembles A,.

xe[)A <= VielxeA
icl

EXEMPLE : On consideére trois disques A, B et C :

Ce
Ve'
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intersection

intersection d’ensembles

On généralise l'intersection a plus d’ensembles :

On définit I'intersection d’'une famille de sous-ensembles (A;)ic
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a chacun des ensembles A,.

x €A <= VielxeA
il

EXEMPLE : On considére trois disques A, B et C :

enrose: ANB
15/49



intersection

intersection d’ensembles

On généralise l'intersection a plus d’ensembles :

On définit I'intersection d’'une famille de sous-ensembles (A;)ic
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a chacun des ensembles A,.

x €A <= VielxeA
il

EXEMPLE : On considére trois disques A, B et C :

(s e [0

enrose: AnNBetenvert ANBNC

16/49



intersection

intersection de deux ensembles

On définit l'intersection de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a la
foisa A etaB.

Exemples :

RTNR™ = [-1;1]n[0;3] =
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intersection

intersection de deux ensembles

On définit l'intersection de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a la
foisa A etaB.

Exemples :

RTNR™ = {0} [-1;1]N[0;3] =
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intersection

intersection de deux ensembles

On définit l'intersection de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a la
foisa A etaB.

Exemples :

RTNR™ = {0} [-1;1]Nn[0;3] = [0;1]
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intersection

intersection d’ensembles

On généralise l'intersection a plus d’ensembiles :

On définit I'intersection d’une famille de sous-ensembles (A;)ic
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a chacun des ensembles A,.

xe[A < VielxeA
i€l
EXEMPLE :

N [ -

neN*
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intersection

intersection d’ensembles

On généralise l'intersection a plus d’ensembiles :

On définit I'intersection d’une famille de sous-ensembles (A;)ic
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a chacun des ensembles A,.

xe[A < VielxeA
i€l
EXEMPLE :

M [543 = {0}

neN*
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réunion

e réunion

21/49



réunion

réunion de deux ensembles

On définit la réunion de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent a A
ou a B, le ou n'étant pas exclusif.

EXEMPLE :
On considere deux disques A et B :

N
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réunion

réunion de deux ensembles

On définit la réunion de deux parties A et B d'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent & A
ou a B, le ou n'étant pas exclusif.

EXEMPLE :
On considere deux disques A et B :

o o
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réunion

réunion d’ensembles

On généralise la réunion a plus d’ensembles :

On définit la réunion d’une famille de sous-ensembles (A))i¢|
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a au moins I'un des ensembles A;.

xe| JA < TielxeA
icl

EXEMPLE : On considére trois disques A, B et C :

e e
'e' 'e'

Enbleu AUC
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réunion

réunion d’ensembles

On généralise la réunion a plus d’ensembles :

On définit la réunion d’une famille de sous-ensembles (A))i¢|
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a au moins I'un des ensembles A;.

xe| JA < TielxeA
icl

EXEMPLE : On consideére trois disques A, B et C :

(e e La

Enbleu AUC ;etenrose AUBUC
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réunion

réunion de deux ensembles

On définit la réunion de deux parties A et B d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent & A
ou a B, le ou n'étant pas exclusif.

EXEMPLES :

[-1;2]U[0;5] =
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réunion

réunion de deux ensembles

On définit la réunion de deux parties A et B d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent & A
ou a B, le ou n'étant pas exclusif.

EXEMPLES :

[-1;2]U[0;5] = [-1; 5]

[0; +o00[ U ]—00; 5] =

26/49



réunion

réunion de deux ensembles

On définit la réunion de deux parties A et B d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui appartiennent & A
ou a B, le ou n'étant pas exclusif.

EXEMPLES :

[-1;2]U[0;5] = [-1; 5]

[0; +00[U]—00; 5] =R
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réunion

réunion d’ensembles

On généralise la réunion a plus d’ensembles :

On définit la réunion d’une famille de sous-ensembles (A))i¢|
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a au moins I'un des ensembles A;.

xe| JA < TielxeA
i€l

EXEMPLE :
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réunion

réunion d’ensembles

On généralise la réunion a plus d’ensembles :

On définit la réunion d’une famille de sous-ensembles (A))i¢|
d’'un ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent a au moins I'un des ensembles A;.

xe| JA < TielxeA
i€l

EXEMPLE :

U [Rhin] = Ll

neN*
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@ complémentaire
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complémentaire d'une partie

On définit le complémentaire d’'une partie A d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui n'appartiennent pas
aA.

On note le complémentaire Cz A ou plus simplement CA lorsque
'ensemble E est fixé au départ.

EXEMPLE : On considere un disque A inclus dans une ellipse E;
E
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complémentaire d’'une partie

On définit le complémentaire d’'une partie A d’'un ensemble E
comme I'ensemble des éléments x € E qui n'appartiennent pas
aA.

On note le complémentaire Cz A ou plus simplement CA lorsque
I'ensemble E est fixé au départ.

EXEMPLE : On considére un disque A inclus dans une ellipse
E; la partie jaune est CgA :

E
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES .

Le complémentaire dans R de R est : (rkRT =

31/49



complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :
Le complémentaire dans R de Rt est: (xRt =] — o0; 0]
—00 +00

0
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :
Le complémentaire dans R de Rt est: (xRt =] — o0; 0]
—00 0 +00

Le complémentaire dans R* de [1; 2] est :
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :
Le complémentaire dans R de Rt est: (xRt =] — o0; 0]
—00 0 +00

Le complémentaire dans R de [1; 2] est: [0; 1[U]2; +o0]

o 1 2 oo
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES .

Le complémentaire dans R de [1; 2] est :
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :
Le complémentaire dans R de [1;2] est: | — oco; 1[U]2; +o0]
—00 +00

1 2
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :
Le complémentaire dans R de [1;2] est: | — oco; 1[U]2; +o0]
—00 1 2 +00

Le complémentaire dans R de ]1; 2] est :
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complémentaire d’'une partie

EXEMPLES :

Le complémentaire dans R de [1;2] est: | — oco; 1[U]2; +o0]
—00 1 2 +00

Le complémentaire dans R de |1;2] est : | — oco; 1] U]2; +o00]

—00 1 2 “+00
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e différence symétrique
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différence symétrique de deux parties

On définit la différence symétrique de deux parties A et B d’'un
ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent & A ou & B mais pas aux deux, le ou est donc
exclusif. On la note AAB.
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différence symétrique de deux parties

On définit la différence symétrique de deux parties A et B d’'un
ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent & A ou & B mais pas aux deux, le ou est donc
exclusif. On la note AAB.

Onadonc AAB = (AUB)\ (ANB) =Caus(ANB).
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différence symétrique de deux parties

On définit la différence symétrique de deux parties A et B d’'un
ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent & A ou & B mais pas aux deux, le ou est donc
exclusif. On la note AAB.

Onadonc AAB = (AUB)\ (ANB) =Caus(ANB).

S

AetB
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différence symétrique de deux parties

On définit la différence symétrique de deux parties A et B d’'un
ensemble E comme I'ensemble des éléments x € E qui
appartiennent & A ou & B mais pas aux deux, le ou est donc
exclusif. On la note AAB.

Onadonc AAB = (AUB)\ (ANB) =Caus(ANB).

> @

en jaune : AAB
AetB
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EXEMPLES .

dans E =R,onaRTA[-1;2] =
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EXEMPLES :
dans E =R, onaR*tA[-1;2] = [-1;0[U]2; +o0].

dans E = R, on a RARt =
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EXEMPLES :
dans E =R, onaR*tA[-1;2] = [-1;0[U]2; +o0].

dans E = R, on a RAR' =] — o00; 0.
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exercices

G exercices
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exercices

EXERCICE 1:

SiAcBalorsANnB=?etAuB="?
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exercices

EXERCICE 1:

SiAcBalorsANnB=?etAuB="?

SOLUTION : ACBdoncANnB=AetAUB =B.
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exercices

EXERCICE 1:

SiAcBalorsANnB=?etAuB="?

SOLUTION : ACBdoncANnB=AetAUB =B.

En effet, AN B correspond a tous les éléments appartenant a A
et & B mais puisque A C B, tous les éléments de A sont dans B
doncANB =A.

En effet, AU B correspond a tous les éléments appartenant a A
ou a B mais puisque A C B, tous les éléments de A sont dans
B donc AUB = B. 37/49



exercices

EXERCICE 2 :

Justifier que quels que soient A et B, AAB = BAA.
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exercices

EXERCICE 2 :

Justifier que quels que soient A et B, AAB = BAA.
SOLUTION :

Par définition :

AAB = (AUB)\(ANB) et BAA=(BUA)\(BNA)

Mais comme AUB=BUAetANB=BnNA,onadonc:

AAB = BAA
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exercices

EXERCICE 3 :

Si A C B alors AAB =
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exercices

EXERCICE 3 :

Si A C B alors AAB =

SOLUTION : AAB = CgA

En effet, par définition, AAB = (AUB) \ (ANB)
etACBdoncAUB=BetANB=A

donc AAB = (AUB)\ (ANB) =B\ A=_[(A
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exercices

EXERCICE 4 :

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
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exercices

EXERCICE 4 :

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

SOLUTION :

Montrons que AU (BNC) Cc (AUB)N(AUC):
puis

Montrons que (AUB)N(AUC) Cc AU(BNC) :
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exercices

EXERCICE 4 .

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
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exercices

EXERCICE 4 .

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

SOLUTION :

Montrons que AU(BNC) Cc (AUB)N(AUC):
BNCcBdoncAU(BNC)cC (AUB)

etdemémeBNC c CdoncAU(BNC)cC (AuUC)

donc AU (BN C) estinclus dans (AUB) et dans (AU C) donc
est inclus dans leur intersection :

AU(BNC)c (AuB)N(AUC)
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exercices

EXERCICE 4 :

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

42149



exercices

EXERCICE 4 :

Justifier que quels que soient A, B et C sous-ensembles de E
ona

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

SOLUTION :
Nous avons montré que AU(BNC) c (AUB)N(AUC):

Montrons que (AUB)N(AUC) C AU(BNC) :

Six e (AUB)N(AUC)alorsx e AUBetx € AUC.

Par disjonction des cas :

-SixeAalorsx e AU(BNC)

-Sinonx e Betx e Cdoncx e BNC etdoncx e AU(BNC)
Ainsi, (AUB)N(AUC)Cc AU(BNC)
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exercices

EXERCICE 5 :

Justifier que quels que soient A et B sous-ensembles de E, on
a:

C(AnB)=CAuUCB
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exercices

EXERCICE 5 :

Justifier que quels que soient A et B sous-ensembles de E, on
a:

C(AnB)=CAuUCB

SOLUTION : on fait un dessin et on colorie en bleu AN B
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exercices

EXERCICE 5 :

Justifier que quels que soient A et B sous-ensembles de E, on
a:

C(AnB)=CAuUCB

SOLUTION : on colorie en bleu A N B puis son complémentaire
en rose (AN B)

C(ANnB)
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exercices

EXERCICE 5 :

Dans un deuxiéme temps, on colorie en bleu CA et en vert (B ;
puis en rose CA U CB qui est la partie coloriée au moins une fois
en bleu ou en vert :

CA

CAuCB
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exercices

EXERCICE 5 :
Conclusion :

C(ANB) CAuCB
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exercices

EXERCICE 6 :

Justifier que quels que soient A et B sous-ensembles de E, on
a:

C(AuB)=CANCB

SOLUTION
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exercices

EXERCICE 6 :

Justifier que quels que soient A et B sous-ensembles de E, on
a:

C(AuB)=CANCB

SOLUTION : on fait un dessin et on colorie en bleu AU B ; puis
en rose son complémentaire

C(AUB)
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exercices

EXERCICE 6 :

Dans un deuxiéme temps, on colorie en bleu CA et en vert (B ;
puis en rose CA N CB qui est la partie coloriée deux fois : en
bleu et en vert

CA

CAnCB
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exercices

EXERCICE 6 :
Conclusion :
C(AuUB) CANCB

C(AuB)=CANCB
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