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Cours sur la fonction logarithme

Problématique

D’aprés le cours sur les primitives, on sait que :
DEFINITION : Soit f une fonction définie sur un intervalle I ; on appelle primitive de f sur I toute fonction F'
définie et dérivable sur I telle que F’ = f.

PROPRIETE : (admise) Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si « € I, alors il existe une unique
primitive F' de f qui s’annule en «, c’est & dire telle que F' = f et F(«a) =0.
1
En particulier, la fonction f définie sur lintervalle ]0; +o0o[ par f(x) = — admet une unique primitive qui
x

s’annule en « = 1, c’est cette primitive que ’on appelle la fonction logarithme.
L’objet de ce chapitre est d’étudier les propriétés de cette fonction qui intervient dans de nombreux phénoménes
économiques, biologiques ou chimiques.

1°) Définition de la fonction logarithme

DEFINITION : fonction logarithme
1
La fonction f définie sur lintervalle |0; +o00[ par f(z) = — admet une unique primitive qui s’annule en o = 1,

c’est cette primitive que ’on appelle la fonction logarithme.
On note In cette fonction. Elle vérifie donc

1
In(z)'=—- et In(1)=0
x

2°) Propriétés de la fonction logarithme

PROPRIETE : variations
La fonction In est dérivable sur I'intervalle |0; 4+o00]

1
In(z)’=— et In(1)=0
x
la fonction In est strictement croissante sur ]0; 00|

Pour a et b deux nombres strictement positifs, on a In(a) =In(b) <= a="bet In(a) <Iln(d) < a<b

PROPRIETE : régles de calcul
Pour tous nombres strictement positifs a et b, on a :

In(a x b) = In(a) + In(b)

(1) = o

In (%) = In(a) — In(b)

Si n est un entier non nul, In (¢") = nln(a)

PROPRIETE : limites de la fonction In

lim In(z) = 400 et lim In(z) = —oc0
T——+00 z—0+

PROPRIETE : tableau de variations de la fonction In
On peut résumer les propriétés précédentes dans son tableau de variations :

8|~

signe de In'(x) = +

variations de In /6/

+00
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Et on peut tracer le graphe de la fonction :

Y

iy
8

La fonction logarithme est caractérisée par une croissance "lente", c’est & dire que bien qu’elle tende vers 400
lorsque x tend vers +o0, cette croissance se fait beaucoup plus lentement que toutes les fonctions polynomes et
racines carrée (cf cours sur les limites et les régles de croissances comparées).

| intervalle I [ fonction f(x) | dérivée f'(x) |
1
I C|0;+4o00] | In(x) .
: v/ (x)
0|1
si u(z) > n(u(x)) (o)
| intervalle I [ fonction f(x) | Primitive F(z) \
1
I C10;4o00] . In(x)
u/
si u(z) >0 m In(u(z))
3°) Vers la fonction exponentielle
La fonction In est continue, strictement croissante, de plus hrng In(z) = —oco et liT In(z) = 4o00. D’aprés le
r— Tr— 100

théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout b € R il existe un unique réel a > 0 tel que In(a) = b. Clest &
dire que tout réel b admet un unique antécédent par la fonction In.
Cet antécédent a est appelé « ’exponentielle de b », et noté exp(b) ou e®.

Y

y =In(z)

En particulier, il existe un unique réel exp(1), noté e, tel que In(e) = 1.



