
Logique 1/ 5Logique - Calul propositionnelEn mathématiques, les théorèmes sont des propriétés très importantes. Ils s'érivent le plus souvent à l'aide deliens logiques liant entre elles des propositions.Exemple : � Si x ≥ 0 et y ≥ 0 alors xy ≥ 0 � est un théorème.� Si ... alors � est le lien logique prinipal. Il relie deux propositions :� xy ≥ 0 � est la deuxième proposition.� x ≥ 0 et y ≥ 0 � est la première proposition, elle même issue de deux propositions : � x ≥ 0 � suivie de� y ≥ 0 � et séparée par le lien logique "et".1°) Les liens logiquesOn parle de lien logique ou de onneteur logique pour désigner un terme venant se plaer entre deux propositionspour en former une troisième qui a alors un sens propre.Impliation ⇒Dé�nition : Relation entre deux propositions telle que l'exatitude de la première entraîne elle de la seonde.Le symbole se note ⇒.� A ⇒ B � se traduit en français par � Si A alors B �Exemple :� Si x et y sont de même signe alors xy ≥ 0 �� Si x ≥ 0 et y ≥ 0 alors xy ≥ 0 � peut s'érire � (x ≥ 0 et y ≥ 0) ⇒ xy ≥ 0 �Et - ∩Dé�nition : Conjontion servant à marquer l'addition entre deux propositions. En mathématiques, on noteaussi ∩, 'est l'intersetion.Ou - ∪Dé�nition : Conjontion servant à marquer l'union de deux propositions. En mathématiques, on note aussi ∪,'est la réunion.Ave es trois onneteurs logiques, on a onstruits à partir de deux propositions, une troisième. Quand latroisième est-elle vraie ? C'est la leture des tables de vérité qui nous l'indique :Si on onsidère deux propositions A et B qui peuvent être Vraies (V) ou Fausses (F) , alors on a alors les tablesde vérité suivantes : A B � A et B �Vrai Vrai VraiVrai Faux FauxFaux Vrai FauxFaux Faux Faux A B � A ou B �Vrai Vrai VraiVrai Faux VraiFaux Vrai VraiFaux Faux FauxAttention, en mathématiques le OU n'implique pas forément un hoix exlusif !Exemple :Dans un jeu de 52 artes, on tire une arte. A = � la arte tirée est un oeur � et B = � la arte tirée est unas �.Si on tire un as de oeur alors A est Vraie et B est Vraie. Don la proposition �A et B � est Vraie. La proposition� A ou B � est Vraie.Si on tire un roi de oeur alors A est Vraie et B est Fausse. Don la proposition � A et B � est Fausse. Laproposition � A ou B � est Vraie.Exemple :Dans un jeu de 52 artes, on tire une arte. On onsidère les propositions suivantes : A = � la arte tirée est unoeur � et B = � la arte tirée est un as �.



Logique 2/ 5Exprimer tous les tirages orrespondant à la proposition � A et B � et à la proposition � A ou B �� A et B � :� A ou B � :Exemple :On lane un dé à 6 faes. On onsidère les propositions suivantes : A = � le numéro est pair � et B = � lenuméro est un multiple de 3 �.Donner tous les laners possibles orrespondant à la proposition � A et B �De même, donner tous les laners possibles orrespondant à la proposition � A ou B �� A et B � :� A ou B � :2°) Négation d'une propositionSi A est une proposition, alors non(A) est la négation de A. En logique, toute proposition est soit vraie soitfausse. C'est à dire que non(A) est vraie lorsque A est fausse, et non(A) est fausse lorsque A est vraie.Exemple :Si A est la proposition � le triangle est retangle � alors sa négation non(A) est la proposition � le triangle n'estpas retangle �.Soit A est vraie et non(A) est fausse, soit 'est l'inverse : A est fausse et non(A) est vraie.Exemple : Compléter le tableau suivant :Proposition A non(A)� x ≥ 0 �� x > 0 �� D1 et D2 sont deux droites parallèles disjointes �� D1 et D2 sont deux droites distintes �� n est un entier pair �3°) Réiproque d'une impliation, équivalene entre propositionsÀ l'aide de e qui préède, on peut dé�nir deux notions importantes en logique : Réiproque et Équivalene.RéiproqueDé�nition : Proposition réiproque d'une impliationProposition qui se déduit d'une proposition initiale lorsqu'on permute l'hypothèse et la onlusion.La réiproque de A ⇒ B est B ⇒ A.Exemple : La réiproque de � Si ABC est retangle en A alors BC2 = AB2 + AC2 � est la proposition � Si
BC2 = AB2 + AC2 alors ABC est retangle en A �Exemple : Érire la proposition réiproque de :� Si x et y sont de même signe alors xy ≥ 0 � :� Si x ≥ 0 et y ≥ 0 alors xy ≥ 0 � :Attention, la réiproque d'un théorème vrai ne l'est pas néessairement !par exempleÉquivalene ⇐⇒Dé�nition : Relation entre deux propositions telle que l'exatitude de la première entraîne elle de la seonde et



Logique 3/ 5que réiproquement l'exatitude de la seonde entraîne elle de la première. C'est à dire que l'équivalene estune double impliation. Le symbole se note ⇐⇒ .� A ⇐⇒ B � se traduit en français par � A si et seulement si B � ou � A équivaut à B �Exemple :Pour A = � x et y sont de même signe � et B = � xy ≥ 0 � , on a A ⇐⇒ B.Pour A = � x ≥ 0 et y ≥ 0 � et B = � xy ≥ 0 � , on n'a pas A ⇐⇒ B ar A ⇒ B ; mais B 6⇒ A.4°) De l'usage d'exemples et de ontre-exemplesUn exemple sert à illustrer une proposition, qui n'est à priori ni vraie ni fausse.Un ontre-exemple sert à montrer qu'une proposition est fausse.Si A est la proposition � x ≥ 0 et y ≥ 0 � , alors � x = 2 et y = 3 � est un exemple illustrant ette proposition.Cette proposition n'est à priori ni vraie ni fausse.Si B est la proposition � Si xy ≥ 0 alors x ≥ 0 et y ≥ 0 � , alors ette propriété est fausse ar � x = −1 et
y = −2 � est un ontre-exemple.Trouver un ontre-exemple à la proprosition A revient à trouver un exemple niant la proposition A.Une proposition A est soit vraie soit fausse, et si elle est fausse 'est qu'on peut trouver un ontre-exemple.5°) Démonstration par l'absurdeOn admet que si A est une proposition, alors A et non(A) ne peuvent être vraies toutes les deux. On dit quela théorie est non ontraditoire.Pour démontrer ertains théorèmes, on utilise une démonstration par l'absurde : il s'agit de supposer quela négation de la proposition est vraie, et montrer par une suite de raisonnements qu'elle est aussi fausse. Onaboutit alors à une ontradition puisque la théorie est non ontraditoire.Exemple de raisonnement par l'absurde : Montrer que √

2 est un nombre irrationnel.On suppose √
2 rationnel, alors il existe deux nombres entiers naturels a et b, b 6= 0 tels que √

2 = a

b
et telsque la fration a

b
est irrédutible. Alors on montrera que l'on peut enore simpli�er ette fration. D'où uneontradition.On a enore un résultat très important issu du prinipe de démonstration par l'absurde :raisonnement par ontraposée : la proposition � A ⇒ B � est vraie ssi � non(B) ⇒ non(A) � l'est aussiExemple de raisonnement par ontraposée :Pour A = � x est un multiple de 4 � et B = � x est un multiple de 2 �Comme la proposition � A ⇒ B � est vraie, ela implique par ontraposée que � x n'est pas un multiple de 2implique x n'est un multiple de 4 �Exemple de raisonnement par ontraposée :Dans ABC triangle, si on a les propositions suivantes : A = � (IJ) est la droite des milieux � et B = � (IJ) estparallèle à l'un des �tés du triangle �Comme la proposition � A ⇒ B � est vraie, ela implique par ontraposée que :� si (IJ) n'est parallèle à auun des �tés du triangle alors (IJ) n'est pas une droite des milieux �6°) Quanti�ateur universel et quanti�ateur existentielQuel que soit ∀Dé�nition : On appelle quanti�ateur universel de la propriété P (x) la proposition : � la propriété P (x) estvraie pour toutes les valeurs de x prises dans un ensemble E � se note � ∀x ∈ E P (x) �



Logique 4/ 5Il existe ∃Dé�nition : On appelle quanti�ateur existentiel de la propriété P (x) la proposition : � il existe (au moins) unélément x, prises dans un ensemble E, tel que P (x) est vraie � se note � ∃x ∈ E P (x) �Exemple :La propriété A = � ∀x ∈ R, x2 ≥ 0 � est vraie. Elle se lit : "Pour tout x réel, x2 est positif ou nul."La propriété B = � ∃x ∈ R, x2 = 1 � est vraie. Elle se lit : "Il existe (au moins) un réel x, tel que x2 = 1". Ene�et, x = 1 onvient, et x = −1 aussi.La négation d'un quanti�ateur universel est un quanti�ateur existentiel, et réiproquement :la négation de � ∀x ∈ E, P (x) � est � ∃x ∈ E, non(P (x)) �la négation de � ∃x ∈ E, P (x) � est � ∀x ∈ E, non(P (x)) �Exemple :La propriété A = � ∀x ∈ R, x2 ≥ 0 � est vraie. Sa négation non(A) = � ∃x ∈ R, x2 < 0 � est fausse. Elle selit : "Il existe x réel, tel que x2 est stritement négatif."La propriété B = � ∃x ∈ R, x2 = 1 � est vraie. Sa négation non(B) = � ∀x ∈ R, x2 6= 1 � est fausse. Elle selit : "Pour tout x réel, x2 est di�érent de 1."La propriété C désigne : � il a plu tous les jours �.Sa négation non(C) désigne : � il existe (au moins) un jour où il n'a pas plu �, et non pas "il n'a jamais plu"omme le pensent ertains...7°) Logique avanéePour pouvoir a�rmer la véraité ou la fausseté d'une proposition omplexe, on a besoin de onnaître les relationsentre tous les onneteurs logiques dé�nis préédemment. Ainsi, on a l'équivalene entre :Proposition Proposition équivalente� non( A et B ) � � non(A) ou non(B) �� non( A ou B ) �� non( A ⇒ B ) �� non( A ⇐⇒ B ) �� non( Pour tout A on a B ) �� non( Il existe A tel que B ) �Exemple :Dans un jeu de 52 artes, on tire une arte. On onsidère les propositions suivantes :
A = � la arte tirée est un oeur � et B = � la arte tirée est un as �.Exprimer à l'aide d'une phrase � non( A et B ) � et � non( A ou B ) �Exemple :On lane un dé à 6 faes. On onsidère les propositions suivantes :
A = � le numéro est pair � et B = � le numéro est un multiple de 3 �.Donner tous les laners possibles orrespondant à la proposition � non( A et B ) �De même, donner tous les laners possibles orrespondant à la proposition � non( A ou B ) �Exemple :
A = � x ≥ 0 � et B = � y ≥ 0 �. Exprimer les propositions suivantes :� non( A et B ) �� non( A ou B ) �



Logique 5/ 58°) Exemples d'appliationExerie : Érire la négation des propositions suivantes :
A : � Tous les élèves de la lasse sont des garçons �
B : � Il n'y a un seul jour où je n'ai pensé à vous �
C : � C'est une �lle blonde �
D : � s'il pleut alors mon jardin est mouillé �Exerie : À l'aide d'un ontre-exemple, montrer que les propositions suivantes sont fausses :� La somme de inq entiers onséutifs est toujours un nombre premier �� Seuls sept nombres déimaux appartiennent à l'intervalle ]13, 2; 13, 9[ �� Un polyn�me admet toujours une raine �� Pour tout entier naturel n, n2+n+41 est un nombre premier � (Indiation : esayer n = 1 ; n = 2 ... et n = 40).Exerie : Érire la négation des propositions suivantes ; puis, à l'aide d'un ontre-exemple, regarder si 'estla proposition P ou sa négation non(P ) qui est vraie :
P : � tous les lapins mangent des arottes �
Q : � tous les mangeurs de arotte sont des lapins �
R : � parmi le groupe d'animaux, exatement un mangeur de arotte est un lapin �
S : � tous les mangeurs de arotte sauf un sont des lapins �
T : � tous les élèves sont des garçons ou sont blonds �
U : � l'animal est un lapin ou est une marmotte �
V : � si un renard renontre un lapin alors il le mange �Exerie :Hier j'a�rmais : � S'il pleut, alors je ne viendrais pas �. Je ne suis pas venu, A-t'il plu ?Hier j'a�rmais : � S'il pleut, alors je ne viendrais pas �. Je suis venu. A-t'il plu ?Arnaud possède une voiture. Il a�rme : � ma voiture est une Renault blanhe �. Mais Arnaud ment. Puis-jea�rmer que :� Arnaud n'a pas de voiture �� La voiture d'Arnaud n'est pas blanhe �� La voiture d'Arnaud n'est pas blanhe et n'est pas une Renault �Bertrand me donne l'itinéraire pour me rendre hez lui. Il y a trois routes : une en fae, une à gauhe et une àdroite. Il a�rme : � tu dois prendre à gauhe ou à droite �. Mais il ment. Sait-on quelle route prendre ?Arnaud dit à Bertrand : � Tous les élèves de ta lasse ont les yeux bleus �. Bertrand lui dit que 'est faux arlui même a les yeux verts. Charles qui éoute la onversation dit à Bertrand qu'il n'a pas ontredit e que disaitArnaud ar il faudrait lui opposer qu'auun élève n'a les yeux bleus. La remarque de Charles est-elle exate ?Bertrand avait-il raison.Exerie :Hier j'a�rmais : � S'il pleut ou si mon réveil tombe en panne, alors je ne viendrais pas �. Je ne suis pas venu.Que s'est-il passé ?Hier j'a�rmais : � S'il il y a grève et si mon réveil ne fontionne pas, alors je ne viendrais pas �. Je suis venu.Y avait-il des grèves ?Hier j'a�rmais : � S'il pleut ou si mon réveil tombe en panne, alors je ne viendrais pas �. Je suis venu. Ques'est-il passé ?


