
Suites TES CORRIGÉ d'après Liban 2003Un théâtre propose deux types d'abonnements pour une année : un abonnement A donnant droit à six spetalesou un abonnement B donnant droit à trois spetales.On onsidère un groupe de 2 500 personnes qui s'abonnent tous les ans, n étant un entier naturel, on note :
an la probabilité qu'une personne ait hoisi un abonnement A l'année n ;
bn la probabilité qu'une personne ait hoisi un abonnement B l'année n ;
Pn la matrie [an bn] traduisant l'état probabiliste à l'année n.Tous les ans 85 % des personnes qui ont hoisi l'abonnement A et 55 % des personnes qui ont hoisi l'abonnementB onservent e type d'abonnement l'année suivante. Les autres personnes hangent d'abonnement.1. On suppose que, l'année zéro, 1 500 personnes ont hoisi l'abonnement A et 1000 l'abonnement B. Déter-miner l'état initial P0 = [a0 b0].2. a. Traer un graphe probabiliste traduisant les données de l'énoné.b. Déterminer la matrie de transition M de e graphe.. En déduire le nombre d'abonnés pour haque type d'abonnement l'année un.3. a. Quelle est la relation de réurrene entre Pn, M et Pn+1 ?b. Montrer que la suite (an) véri�e la relation de réurrene an+1 = 0, 45 + 0, 4an.. On dé�nit une suite (xn) par xn = an−

3

4
pour tout n ∈ N. Montrer que la suite (xn) est géométrique.d. Donner l'expression de xn en fontion de n. En déduire l'expression de an en fontion de n.e. Montrer que (an) admet une limite lorsque n tend vers +∞.f. Quelle est la monotonie de la suite (an) ? La suite (an) atteindra-t-elle la valeur de 80 %?4. Que se passerait-il si a0 =

3

4
? Interpréter e résultat en terme de nombre d'abonnements.

1. La proportion de personnes ayant hoisi l'abonnement A est 1500

2500
= 0, 6, et la proportion de personnesayant hoisi l'abonnement B est 1000

2500
= 0, 4.Don l'état initial est P0 = [a0 b0] = [0, 6 0, 4].2. a. Tous les ans 85 % des personnes qui ont hoisi l'abonnement A et 55 % des personnes qui ont hoisil'abonnement B onservent e type d'abonnement l'année suivante. Les autres personnes hangentd'abonnement.Voii le graphe probabiliste dérivant la situation (on omplète en sahant que dans haque as laprobabilité de rester dans la même situation plus la probabilité d'en hanger est égale à 1) :A B

0,45

0,15

0,85 0,55

b. La matrie de transition est alors M = [0, 6 0, 4] ×

(

0,85 0,15
0,45 0,55

). L'année 1 on a P1 = P0M =

(

0,85 0,15
0,45 0,55

)

= [0, 69 0, 31]Et 69% de 2500 représente 1725 personnes. Il y a don 1725 personnes hoisissant la formule A, et775 personnes hoisissant la formule B.Suites TES d'après Liban 2003



Suites TES CORRIGÉ d'après Liban 20033. a. On a toujours la relation Pn+1 = PnM .b. La relation Pn+1 = PnM se traduit par : Pn+1 = [an+1 bn+1] = [an bn] ×

(

0,85 0,15
0,45 0,55

)C'est à dire {

an+1 = 0,85 an + 0,45 bn

bn+1 = 0,15 an + 0,55 bnEt puisque an + bn = 1, on a bn = 1 − an. On a don
an+1 = 0,85 an + 0,45 bn = 0,85 an + 0,45 (1 − an) = 0,4 an + 0,45. Pour tout n, on a xn = an −

3

4
don xn+1 = an+1 −

3

4
. Et sahant que an+1 = 0,4 an + 0,45, on a

xn+1 = 0,4 an + 0,45 −
3

4
= 0,4 an − 0,3.Et sahant que xn = an −
3

4
, on a an = xn +

3

4
.Don xn+1 = 0,4 an − 0,3 = 0,4

(

xn +
3

4

)

− 0,3 = 0,4xn + 0,3 − 0,3 = 0,4xn.La suite (xn) véri�e la relation xn+1 = 0,4xn. C'est don une suite géométrique de raison 0, 4.d. La suite (xn) est une suite géométrique de raison 0, 4 et de premier terme x0 = a0 −
3

4
= −0, 15.Don pour tout entier n ∈ N, on a :

xn = x0 (0, 4)n = −0, 15 × (0, 4)nPar suite, an = xn +
3

4
= −0, 15 × (0, 4)n + 0, 75.

an = −0, 15 × (0, 4)n + 0, 75e. On a an = −0, 15 × (0, 4)n + 0, 75, et puisque 0 < 0, 4 < 1, la suite géométrique de terme général
0, 4n tend vers 0. Le terme an tend don vers 0, 75 =

3

4
.f. La suite de terme général (0, 4)n tend vers 0 en déroissant. Don la suite de terme général −0, 15×

(0, 4)n tend vers 0 en roissant. Et la suite de terme général −0, 15 × (0, 4)n + 0, 75 tend vers 0, 75en roissant.Par onséquent, la valeur de 80% ne sera jamais atteinte.4. Si a0 =
3

4
valeur de la limite, don de l'état stable pour A, alors la suite (an) est onstante, égale à

3

4
= 0, 75.La proportion d'abonnés A ne variera plus.Remarque : On pouvait aussi aluler x0 = 0. Don xn = 0 pour tout n, puis (an) est onstante, égaleà a0 =

3

4
= 0, 75.
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