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eDémonstration par Ré
urren
ePrin
ipe de la démonstration par ré
urren
e :Pour montrer qu'une propriété Pn, dépendant d'un paramètre entier, est vraie pour tous les entiers à partird'un 
ertain rang n0, on peut raisonner par ré
urren
e : on montre que
{La propriété est vraie au rang initial n = n0 : Pn0

est vraie ; on parle d'initialisationLa propriété est héréditaire : si Pn est vraie alors Pn+1 est vraie
=⇒ la propriété est vraie pour tous les entiers à partir de n0 : Pn est vraie pour tout n ≥ n0.Exemple : Montrer par ré
urren
e que pour tout n entier, n ≥ 1, on a : 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)

2
.Notons Pn la propriété : 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)

2
.Pour montrer que Pn est vraie pour tout entier n ≥ 1, on montre que :

• Pn est vraie pour n = 1 (étape d'initialisation).
• Puis on montre que la propriété Pn est héréditaire.Réda
tion type d'une démonstration par ré
urren
e :Une démonstration par ré
urren
e se rédige de façon très � formatée �, 
'est toujours le même � rituel � :Question type : Montrer par ré
urren
e que pour tout n entier, n ≥ n0, on a : Pn.Démonstration : Notons Pn la propriété : ...
• Initialisation : La propriété Pn0

est-elle vraie ?... ... on véri�e que 
'est le 
asDon
 Pn0
est vraie.

• Hérédité :Supposons que pour un entier n, n ≥ n0 on a : Pn vraie ; montrons alors que Pn+1 est vraie. C'est à dire que ...... ... on véri�e que la propriété est héréditaire ; on se sert du fait que Pn est vraiDon
 Pn+1 est vraie.
• Con
lusion :La propriété Pn est vraie pour n = n0 et est héréditaire. Elle est don
 vraie pour tout n ≥ n0.�n de la démonstrationMéthodologie : pour bien faire une démonstration par ré
urren
e, il faut :identi�er Pn, et é
rire Pn.trouver le rang d'initialisationé
rire Pn et Pn+1 et trouver 
e qui peut les � relier �.
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urren
eExemple type d'une démonstration par ré
urren
e :Exemple :Montrer par ré
urren
e que pour tout n entier, n ≥ 1, on a : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2Méthode :identi�er Pn, et é
rire Pn :trouver le rang d'initialisation :é
rire Pn et Pn+1 et trouver 
e qui peut les � relier � :
Pn : Pn+1 :

∗ ∗ ∗ ∗ ∗Question type :Montrer par ré
urren
e sur n entier, que pour tout n entier, n ≥ 1, on a : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.Démonstration :Montrons par ré
urren
e que pour tout n entier, n ≥ 1, on a : 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)

2
.Notons Pn la propriété : 1 + 2 + · · · + n =

n(n + 1)

2
.

• Initialisation :La propriété P1 est-elle vraie ? A-t-on 1 =
1(1 + 1)

2
?

1(1 + 1)

2
= 1. Don
 P1 est vraie.

• Hérédité :Supposons que pour un entier n, n ≥ 1 on a : Pn vraie ; montrons alors que Pn+1 est vraie.Supposons que pour un entier n, n ≥ 1 on a : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
;montrons alors que 1 + 2 + · · · + (n + 1) =

(n + 1)(n + 2)

2
.On a :

1 + 2 + · · · + (n + 1) = [1 + 2 + · · · + n] + (n + 1) (⋆)Or d'après l'hypothèse de ré
urren
e : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.Don
 (⋆) devient :

1 + 2 + · · · + (n + 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1)De plus, on a :

n(n + 1)

2
+ (n + 1) =

n(n + 1) + 2(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)

2Don
 on a 1 + 2 + · · · + (n + 1) =
(n + 1)(n + 2)

2
; 
'est à dire que Pn+1 est vraie.

• Con
lusion :La propriété Pn est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Elle est don
 vraie pour tout n ≥ 1.C'est à dire : pour tout n entier, n ≥ 1, 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.
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eExemple type d'une démonstration par ré
urren
e :Exemple : Montrer que la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 3 et un+1 =
5un + 3

un + 3
est 
onstante.Méthode :identi�er Pn, et é
rire Pn :trouver le rang d'initialisation :é
rire Pn et Pn+1 et trouver 
e qui peut les � relier � :

Pn : Pn+1 :
∗ ∗ ∗ ∗ ∗Question type :Montrer que la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 3 et un+1 =

5un + 3

un + 3
est 
onstante.Démonstration :Montrons par ré
urren
e sur n que un = 3 pour tout n ∈ N.Notons Pn la propriété : un = 3.

• Initialisation :La propriété P0 est-elle vraie ? A-t-on u0 = 3 ?Ce
i est vrai d'après l'énon
é. Don
 P0 est vraie.
• Hérédité :Supposons que pour un entier n, n ∈ N on a : Pn vraie ; montrons alors que Pn+1 est vraie.Supposons que pour un entier n ∈ N on a : un = 3 ; montrons alors que un+1 = 3.On a par dé�nition, un+1 = 5un+3

un+3 , et par hypothèse de ré
urren
e, un = 3, don
 :
un+1 =

5un + 3

un + 3
=

5 × 3 + 3

3 + 3De plus, on a :
5 × 3 + 3

3 + 3
=

18

6
= 3Don
 on a un+1 = 3 ; et Pn+1 est vraie.

• Con
lusion :La propriété Pn est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est don
 vraie pour tout n ∈ N.C'est à dire : pour tout n ∈ N , un = 3 .
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eExemples de démonstrations par ré
urren
e :Exer
i
e 1 : Montrer que pour tout entier n, n ≥ 1, on a : 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.Exer
i
e 2 : Montrer que pour tout entier n, n ≥ 1, on a : 12 + 22 + · · · + n2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
.Exer
i
e 3 : Montrer que pour tout entier n, n ≥ 1, on a : 13 + 23 + · · · + n3 =

n2(n + 1)2

4
.Exer
i
e 4 : Montrer que pour tout entier n, n ≥ 1, on a : 2n > n.Exer
i
e 5 : Montrer que pour tout entier n, n ≥ 1, on a : 2n−1 ≤ n!.Exer
i
e 6 :Résoudre l'inéquation 2n2 ≥ (n + 1)2.Montrer par ré
urren
e que pour tout entier n ≥ 4, on a : 2n ≥ n2.Exer
i
e 7 : Montrer que la suite (un) dé�nie par u0 = 3 et un+1 =

5un + 3

un + 3
est 
onstante.Exer
i
e 8 : Soit f(x) = 1

x
.Montrer que la suite des dérivées nième de f est donnée par la formule f (n)(x) =

(−1)n n!

xn+1
pour tout entier n,

n ≥ 1Exer
i
e 9 : Soit la suite (an) dé�nie par a0 = 1 et an+1 =
1

n + 1
an. Déterminer an en fon
tion de n. (Onpourra démontrer la formule par ré
urren
e).Exer
i
e 10 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 1 et un+1 =

5un

3un + 5
.Montrer que un ≥ 0 pour tout entier naturel n.En déduire que (un) est bien dé�nie.Montrer que la formule donnant un en fon
tion de n est : pour tout entier n, un = 5

3n+5 .Exer
i
e 11 : On 
onsidère (un) la suite dé�nie par u0 = −1 et un+1 =
√

4un + 5.Montrer que la suite (un) est bien dé�nie.Exer
i
e 12 : On 
onsidère (un) la suite dé�nie par u0 = 2 et un+1 = ln(1 + un).Montrer que la suite (un) est bien dé�nie.Exer
i
e 13 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 1 et un+1 = une−un .Montrer que un ≥ 0 pour tout entier naturel n.Exer
i
e 14 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 2 et un+1 =
un

2
+

5

2un

.Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [2; 3] par f(x) = x

2 + 5
2x

, et montrer que si x ∈ [2; 3]alors f(x) ∈ [2; 3].Montrer par ré
urren
e que pour tout entier naturel n, 2 ≤ un ≤ 3.Exer
i
e 15 : Soit x ≥ 0. Montrer que pour tout entier naturel n, (1 + x)n ≥ 1 + nx.Exer
i
e 16 : Pour tout entier naturel n, 1
(n+1)! ≤

1
2n .Exer
i
e 17 : Soit f(x) = xex. Cal
uler la suite des dérivées nième de f : f (n)(x) en fon
tion de n (pour toutentier naturel n, n ≥ 1).Exer
i
e 18 : Montrer que la suite (un) dé�nie par u0 = −1

2 et un+1 = 3un + 1 est 
onstante.Exer
i
e 19 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 2 et un+1 =
√

6 + un.Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 2 ≤ un ≤ 3.Exer
i
e 20 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 0 et un+1 = 2(un + 2n).Montrer que pour tout entier naturel n, on a : un = n 2nExer
i
e 21 : Soit (un) la suite dé�nie par u0 = 0 et un+1 =
√

2 + un.Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 0 ≤ un ≤ 2.Montrer que si x ∈ [0; 2] alors x ≤
√

2 + x.En déduire le sens de variation de la suite (un).Exer
i
e 22 : Soit f(x) = (1− 2x)e2x. Montrer que la suite des dérivées nième de f est donnée par la formule
f (n)(x) = 2n(1 − n − 2x)e2x pour tout entier n, n ≥ 1Exer
i
e 23 : Soit (un) une suite telle que pour tout n ∈ N, un+1 = un

2. Montrer par ré
urren
e que pourtout n ∈ N on a la formule : un = (u0)
2n . 4/ 4


