
TES spé géométrie dans l'espae : généralités sur les veteurs 1/ 4Géométrie dans l'espaeOn supposera don dans la suite qu'un repère orthonormé de l'espae (

O;~ı,~,~k
) est donné ; 'est à dire ladonnée d'un point O qui sert d'origine et la donnée de trois veteurs qui dé�nissent les trois diretions des axesdu repère de l'espae. I) Repérer un point dans l'espaeTout point M de l'espae est alors repéré par ses trois oordonnées x, y et z appelées respetivement sonabsisse, son ordonnée et sa ote ; et on note M (x, y, z) ou M





x

y

z



 un tel point.On a M (x, y, z) ssi on a la relation vetorielle −−→
OM = x

−→
ı + y

−→
 + z

−→
k .Exemple Un repère étant donné, on souhaite plaer le point A de oordonnées données : A (1, 2, 3)Solution : Puisque A a pour oordonnées A (1, 2, 3), on a la relation −−→

OA = 1
−→
ı + 2

−→
 + 3

−→
k .
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TES spé géométrie dans l'espae : généralités sur les veteurs 2/ 4II) Veteurs de l'espaeII-1) RappelsEn général, un veteur est onstruit à partir de deux points, l'un étant son origine et l'autre son extrémité.Par exemple, −−→AB admet A omme origine et B omme extrémité.Un veteur (non nul) est aratérisé par une diretion un sens et une norme.Pour les aluls dans un repère, on a la formule
−−→
AB (xB − xA, yB − yA, zB − zA) ou −−→

AB





xB − xA

yB − yA

zB − zA



Lorsque le veteur n'est pas repéré par deux points mais nommé par une seule lettre, on notera
−→
u (x~u, y~u, z~u) ou −→

u





x~u

y~u

z~u



Si −→u (x~u, y~u, z~u) est donné et α est un réel, on a α
−→
u (αx~u, αy~u, αz~u).Si −→u (x~u, y~u, z~u) et −→v (x~v, y~v, z~v) sont deux veteurs donnés, alors −→u +

−→
v (x~u + x~v, y~u + y~v, z~u + z~v).II-2) Propriétés de deux veteursDeux veteurs sont égaux si et seulement si ils ont même diretion même sens et même norme. Cette onditiona lieu ssi leurs oordonnées sont égales.Deux veteurs −→

u et −→v sont olinéaires si et seulement si ils ont même diretion. Cette ondition a lieu ssi il existeun réel k tel que −→u = k
−→
v ou tel que −→v = k

−→
u . Cette ondition a lieu ssi leurs oordonnées sont proportionnelles.Méthode : Montrer que trois points A, B et C sont alignés revient à montrer que les veteurs −−→AB et −−→AC sontolinéaires.Deux veteurs sont TOUJOURS oplanaires, mais pas toujours olinéaires.II-3) Propriétés de trois veteursDéfinition : ombinaison linéaire de deux veteurs.Deux veteurs −→

u et −→v étant donnés, on appelle ombinaison linéaire de −→
u et de −→

v tout veteur de la forme
k1

−→
u + k2

−→
v où k1 et k2 sont deux réels quelonques.Trois veteurs −→

u , −→v et −→w sont oplanaires si et seulement si l'un est ombinaison linéaire des deux autres.Cette ondition a lieu ssi il existe deux réels k1 et k2 tels que −→
w = k1

−→
u + k2

−→
v ou −→

v = k1

−→
u + k2

−→
w ou

−→
u = k1

−→
v + k2

−→
w . C'est à dire ssi l'un des veteurs peut s'érire à l'aide des deux autres.Méthode : Montrer que quatre points A, B, C et D sont oplanaires revient à montrer que les veteurs −−→AB ,

−−→
AC et −−→AD sont oplanaires. II-4) Autres formulesSi A (xA, yA, zA) et B (xB , yB , zB) sont donnés alors le milieu du segment [AB] a pour oordonnées la moyennede leurs oordonnées :



















xI =
xA + xB

2

yI =
yA + yB

2

zI =
zA + zB

2Si un veteur−→u est onnu par ses oordonnées−→u (x~u, y~u, z~u) alors sa norme se alule dans un repère orthonormépar la formule ||
−→
u || =

√

x~u
2 + y~u

2 + z~u
2 .En partiulier si deux points A (xA, yA, zA) et B (xB , yB , zB) sont donnés, alors la distane AB se alule àl'aide de la formule AB =

√

(xB − xA)
2

+ (yB − yA)
2

+ (zB − zA)
2 .



TES spé géométrie dans l'espae : généralités sur les veteurs 3/ 4III) ExemplesExerie 1Questions :On se donne A (1, 2, 3) B (2, 5, 7) C (−1, 3, 4) et D (1, 9, 12).1. Caluler les oordonnées des veteurs −−→AB , −−→AC et −−→AD .2. Montrer que −−→
AD est ombinaison linéaire de −−→

AB et −−→AC .3. Que peut-on en onlure sur les veteurs −−→AB , −−→AC et −−→AD ? Et sur les points A, B, C et D ?Solution :1. On a −−→
AB





2 − 1
5 − 2
7 − 3



 'est à dire −−→
AB





1
3
4



On a de même : −−→
AC





−2
1
1



 et −−→
AD





0
7
9



2. On herhe α et β réels tels que −−→
AD = α

−−→
AB + β

−−→
AC .Puisque−−→AD





0
7
9



 et α
−−→
AB +β

−−→
AC





α − 2β

3α + β

4α + β



, on a−−→AD = α
−−→
AB +β

−−→
AC ssi 



α − 2β = 0
3α + β = 7
4α + β = 9On a un système de trois équations à deux inonnues. On résoud d'abord {

α − 2β = 0
3α + β = 7

{

α − 2β = 0
3α + β = 7

⇐⇒

{

α − 2β = 0
7α = 14 (L1 + 2L2)

⇐⇒

{

α = 2
β = 1On a don −−→

AD = 2
−−→
AB +

−−→
AC . Le veteur −−→AD est don ombinaison linéaire de −−→

AB et −−→AC .3. Les veteurs −−→AD , −−→AB et −−→AC sont don oplanaires. Les points A, B, C et D sont don oplanaires.Remarque : On pouvait "remarquer" (en herhant à la main) que les veteurs −−→
AD et 2

−−→
AB +

−−→
AC ont lesmêmes oordonnées. Don que −−→

AD = 2
−−→
AB +

−−→
AC . Mais ette méthode est plus hasardeuse.
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TES spé géométrie dans l'espae : généralités sur les veteurs 4/ 4Rappel : pour pouvoir trouver les nombres α et β sur le graphique, il faut projeter parallèlement aux diretionsde −−→
AB et −−→AC le point D, omme sur le dessin suivant :Cette méthode n'est que très approximative mais peut aider.
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IV) Orthogonalité dans l'espaeIV-1) RappelsDeux droites sont orthogonales ssi les parallèles à es droites menées à partir d'un même point sont perpendi-ulaires.Si deux droites sont orthogonales et sont oplanaires alors elles ont un point en ommun et sont perpendiulaires,dans le plan qu'elles dé�nissent.Par un point donné il passe un unique plan orthogonal à une droite donnée.IV-2) Orthogonalité et oordonnéesSi −→u (x~u, y~u, z~u) et −→v (x~v, y~v, z~v) sont deux veteurs donnés, alors −→u et −→v sont orthogonaux ssi leurs oordon-nées véri�ent x~ux~v + y~uy~v + z~uz~v = 0Théorème : équation artésienne d'un planSi A est un point donné et −→n (a, b, c) est un veteur non nul donné, par A il passe un unique plan P orthogonalà la diretion de −→
n .Ce plan admet une équation artésienne de la forme ax + by + cz = d, où d est une onstante dépendant de A.Le veteur −→n (a, b, c) est appelé veteur normal au plan P.Réiproquement, si a, b, c et d sont quatre réels ave (a, b, c) non tous nuls, l'ensemble des points de oordonnées

(x, y, z) véri�ant ax + by + cz = d est un plan de veteur normal le veteur −→n (a, b, c).


