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Géométrie dans ’espace

On supposera donc dans la suite qu’un repére orthonormé de l'espace (O;i’,f,l;) est donné; c’est a dire la

donnée d’un point O qui sert d’origine et la donnée de trois vecteurs qui définissent les trois directions des axes
du repére de 'espace.

I) REPERER UN POINT DANS L’ESPACE

Tout point M de l'espace est alors repéré par ses trois coordonnées r, y et z appelées respectivement son
x
abscisse, son ordonnée et sa cote ; et on note M (z,y,2) ou M| vy un tel point.

z
—_— — — —

On a M (x,y, z) ssi on a la relation vectorielle OM =2 1 +y 5 +z k.
EXEMPLE Un repére étant donné, on souhaite placer le point A de coordonnées données : A (1,2,3)

—_ — — —
Solution : Puisque A a pour coordonnées A (1,2,3), on a la relation OA =11 +2 7 +3 k.

z
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II) VECTEURS DE L'ESPACE
II-1) RAPPELS

En général, un vecteur est construit & partir de deux points, I'un étant son origine et ’autre son extrémiteé.
—

Par exemple, AB admet A comme origine et B comme extrémité.
Un vecteur (non nul) est caractérisé par une direction un sens et une norme.
Pour les calculs dans un repére, on a la formule

—_ —_ rp —TA
AB (T —TA,YB — YA, 2B — 24) ou AB | yp—ya
ZB — 24

Lorsque le vecteur n’est pas repéré par deux points mais nommé par une seule lettre, on notera

— — L
u (Tg, Ya, 2a) ou U Ya
Z—¢
— —
Si u (zz,yz, 2z) est donné et v est un réel, on a  au (axg, ayz, azz)-
— — —

Si u (xg,ya 2z) et v (7, Yz, 27) sont deux vecteurs donnés, alors u + v (xz + Tz, ya + Yz, 2a + 2z)-

1I-2) PROPRIETES DE DEUX VECTEURS
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont méme direction méme sens et méme norme. Cette condition
a lieu ssi leurs coordonnées sont égales.

- —
Deux vecteurs u_et v sont colinéaires si et seulement si ils ont méme direction. Cette condition a lieu ssi il existe

un réel k tel que v = kv outel que v = ku . Cette condition a lieu ssi leurs coordonnées sont proportionnelles.

— —
METHODE : Montrer que trois points A, B et C' sont alignés revient & montrer que les vecteurs AB et AC sont

colinéaires.

Deux vecteurs sont TOUJOURS coplanaires, mais pas toujours colinéaires.

11-3) PROPRIETES DE TROIS VECTEURS

DEFINITION : Comblnalson linéaire de deux vecteurs. R

Deux Vecteurs u et v étant donnés, on appelle combinaison linéaire de u et de v tout vecteur de la forme
—
kiu + k‘g v ou ky et ko sont deux réels quelconques.

— — —
Trois vecteurs w, v et w sont coplanaires si et seulement si I'un est combinaison linéaire des deux autres.
— — — — — —

Cette condition a lieu ssi il existe deux réels ki et ko tels que w = kiu + kev ou v = kiu + kew ou
— — —
uw =kiv + kow. Clest & dire ssi I'un des vecteurs peut s’écrire a I'aide des deux autres.

—
METHODE Montrer que quatre points A, B, C' et D sont coplanaires revient & montrer que les vecteurs AB,

AC et AD sont coplanaires.

1I-4) AUTRES FORMULES

Si A(za,ya,za) et B(zp,ys, 25) sont donnés alors le milieu du segment [AB] a pour coordonnées la moyenne
de leurs coordonnées :

rA+xp
ry = ———
yI:yA‘EyB
5 _ZAEZB
=
— —

Siun vecteur u est connu par ses coordonnées u (zz, Yz, 2z) alors sa norme se calcule dans un repére orthonormé

_
par la formule  ||u || = vzg? + ya® + 242
En particulier si deux points A (xa,ya,24) et B(zp,y5,25) sont donnés, alors la distance AB se calcule &

laide de la formule AB = \/(xB —24)? 4 (yp —ya)® + (25 — 24)°
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I11) EXEMPLES

Exercice 1

Questions :

On se donne A(1,2,3) B(2,5,7) C(-1,3,4) et D(1,9,12).
—_— —

1. Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC' et AD .

— — —
2. Montrer que AD est combinaison linéaire de AB et AC'.
—_— — —_—

3. Que peut-on en conclure sur les vecteurs AB, AC et AD 7 Et sur les points A, B, C et D7

Solution :
_ [ 2-1 N 1
1. On a AB 5—2 c’est & dire AB 3
7—3 4
[ -2 . /(0
On a de méme : AC 1 et AD 7
1 9
— — —
2. On cherche « et 3 réels tels que AD = aAB + SAC.
N 0 SN a—20 N BN a — 26 =0
Puisque AD 7 et «aAB+pAC 3a+ 0 |,onaAD =aAB+pAC ssiq 3o + (B = T
9 da+ da + (B =9
R . . R . ) , a — 26 =0
On a un systéme de trois équations a deux inconnues. On résoud d’abord
3a + [ =7
a — 26 =0 — a — 26 =0 — a = 2
3a + B =7 Ta = 14 (L1+2L5) g =1

— — — — — —
On a donc AD =2AB + AC . Le vecteur AD est donc combinaison linéaire de AB et AC'.
—_— — —

3. Les vecteurs AD, AB et AC sont donc coplanaires. Les points A, B, C' et D sont donc coplanaires.

- — —
REMARQUE : On pouvait "remarquer" (en cherchant a la main) que les vecteurs AD et 2AB + AC ont les
— —_ —

mémes coordonnées. Donc que AD = 2AB + AC. Mais cette méthode est plus hasardeuse.
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Rappel : pour pouvoir trouver les nombres « et [ sur le graphique, il faut projeter parallélement aux directions
— —

de AB et AC le point D, comme sur le dessin suivant :

Cette méthode n’est que trés approximative mais peut aider.
z

IV)  ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE

IV-1) RAPPELS

Deux droites sont orthogonales ssi les paralléles & ces droites menées & partir d’'un méme point sont perpendi-
culaires.

Si deux droites sont orthogonales et sont coplanaires alors elles ont un point en commun et sont perpendiculaires,
dans le plan qu’elles définissent.

Par un point donné il passe un unique plan orthogonal & une droite donnée.

IV-2) ORTHOGONALITE ET COORDONNEES

— — — —
Si u (zz,ya 2z) et v (z7,yz, 2z) sont deux vecteurs donnés, alors u et v sont orthogonaux ssi leurs coordon-

nées vérifient xgzrs + yays + 2z = 0

THEOREME : équation cartésienne d’un plan
—
Si A est un point donné et n (a,b,c) est un vecteur non nul donné, par A il passe un unique plan P orthogonal
—

a la direction de n .
Ce plan admet une équation cartésienne de la forme ax + by + cz = d, ou d est une constante dépendant de A.
—

Le vecteur n (a,b,c) est appelé vecteur normal au plan P.
Réciproquement, si a, b, ¢ et d sont quatre réels avec (a, b, ¢) non tous nuls, 'ensemble des points de coordonnées
—

(z,y, z) vérifiant ax + by 4+ ¢z = d est un plan de vecteur normal le vecteur n (a,b,c).



