
TES � Spé Maths 1/ 2 suite ré
urrente un+1 = αun + βÉtude des suites ré
urrentes de la forme
un+1 = αun + βRappels : Une suite (un) est dite dé�nie par ré
urren
e si on 
onnaît le terme initial u0 et une relation liantun terme un+1 au(x) terme(s) qui le pré
ède(nt).Exemples :

• (un) est la suite dé�nie par u0 = 3 et un+1 = 2un pour tout n ∈ N. Alors u0 = 3 et u1 = 2u0 = 6 ; puis
u2 = 2u1 = 12 ; puis u3 = 24...Il n'est pas di�
ile de trouver la � formule générale � expli
ite : un = 3 × 2n pour tout entier n ∈ N. Ondémontre 
ette formule par ré
urren
e ou bien en se fondant sur le 
ours sur les suites géométriques (
f rappelsdu paragraphe suivant).
• (vn) est la suite dé�nie par v0 = 2 et vn+1 = 2vn + 5 pour tout n ∈ N. Alors v0 = 2 et v1 = 2v0 + 5 = 9 ; puis
v2 = 2v1 + 5 = 23 ; puis v3 = 51...L'obje
tif est souvent de passer d'une formule de ré
urren
e à une formule "expli
ite" donnant vn dire
tementen fon
tion de n. C'est l'objet de 
e 
hapitre du 
ours.1) Rappels sur les suites arithmétiques et géométriquesDéfinition : Une suite (un) est dite arithmétique si elle est dé�nie par ré
urren
e par une relation de la forme
un+1 = un + r, où r est une 
onstante appelée raison de la suite arithmétique.Autrement dit, pour passer d'un terme un au suivant un+1 on ajoute toujours la même 
onstante r.Propriété : Si une suite (un) est arithmétique alors son terme général s'é
rit sous la forme

un = u0 + nr, pour tout n ∈ N.Si la suite ne 
ommen
e qu'à partir de u1, on a un = u1 +(n− 1)r pour tout n ≥ 1 ; ou un = u2 +(n− 2)r pourtout n ≥ 1, on parle de "dé
alage".Méthode : Pour étudier si une suite (un) est arithmétique, on est amené à montrer la di�éren
e entre deuxtermes su

essifs est 
onstante, 
'est alors la raison r de la suite. Par exemple, on 
al
ule un+1−un, ou un−un−1.Définition : Une suite (un) est dite géométrique si elle est dé�nie par ré
urren
e par une relation de la forme
un+1 = un × q, où q est une 
onstante appelée raison de la suite géométrique.Autrement dit, pour passer d'un terme un au suivant un+1 on multiplie toujours par la même 
onstante q.Propriété : Si une suite (un) est géométrique alors son terme général s'é
rit sous la forme

un = u0 × qn, pour tout n ∈ N.Si la suite ne 
ommen
e qu'à partir de u1, on a un = u1 × qn−1 pour tout n ≥ 1 ; ou un = u2 × qn−2 pour tout
n ≥ 2, on parle de "dé
alage".Méthode : Pour étudier si une suite (un) est géométrique, on est amené à montrer le quotient de deux termessu

essifs est 
onstante, 
'est alors la raison q de la suite. Par exemple, on 
al
ule un+1

un

, ou un

un−1

.
2) Étude des suites ré
urrentes de la forme un+1 = αun + βOn 
onsidère α et β deux réels �xés. Et on 
onsidère une suite (un) dé�nie par ré
urren
e à partir de son premierterme u0 et de la la relation de ré
urren
e un+1 = αun + β.1/ 2



TES � Spé Maths 2/ 2 suite ré
urrente un+1 = αun + βCas parti
uliers :Si α = 1 alors la suite (un) véri�e un+1 = un + β, don
 (un) est arithmétique de raison β, et son terme généralest un = u0 + nβ.Si β = 0 alors la suite (un) véri�e un+1 = αun, don
 (un) est géométrique de raison α, et son terme général est
un = u0 × αn.Cas général :Si α 6= 1 et β 6= 0 alors la suite (un) n'est ni arithmétique ni géométrique, on parle de suite � aritméti
o-géométrique �.L'obje
tif est de passer de la formule de ré
urren
e un+1 = αun + β à une formule "expli
ite" donnant undire
tement en fon
tion de n.Propriété : Il existe ℓ tel que ℓ = αℓ + β.En e�et l'équation ℓ = αℓ + β est équivalente à ℓ(1 − α) = β soit équivalente à ℓ =

β

1 − α

ar α 6= 1.Propriété : La suite (zn) dé�nie par zn = un − ℓ est géométrique de raison α.En e�et, si on dé�nit la suite (zn) par la relation zn = un − ℓ, alors on a {

un+1 = αun + β

ℓ = αℓ + βDon
 par soustra
tion membre à membre, on a : un+1 − ℓ = α(un − ℓ). Soit zn+1 = αzn.Par 
onséquent, la suite (zn)n∈N dé�nie par zn = un − ℓ est géométrique de raison α.Propriété : La suite (un)n∈N véri�e un = (u0 − ℓ) × αn + ℓPar 
onséquent, la suite (zn)n∈N est géométrique de raison α. L'expression de son terme général est don

zn = z0 × αn, pour tout n ∈ N.Mais puisque la suite (zn)n∈N est dé�nie par zn = un − ℓ, on a z0 = u0 − ℓ. Don
 zn = (u0 − ℓ)× αn, pour tout
n ∈ N.Mais aussi, puisque la suite (zn)n∈N est dé�nie par zn = un − ℓ, on a un = zn + ℓ = (u0 − ℓ) × αn + ℓ , pourtout n ∈ N.3) Comportement asymptotique des suites ré
urrentes un+1 = αun + βSi α 6= 1 et β 6= 0 alors la suite (un) n'est ni arithmétique ni géométrique, on parle de suite � aritméti
o-géométrique �.Elle véri�e la relation un = (u0 − ℓ) × αn + ℓ pour tout entier n.On est don
 amené à distinguer les 
as suivants :
• Si |α| < 1 alors la suite géométrique (αn) tend vers 0. Par 
onséquent, (un) tend vers ℓ. La suite (un) est don

onvergente (elle tend vers une limite �nie).
• Si α > 1 alors la suite géométrique (αn) tend vers +∞. Par 
onséquent, (un) tend vers +∞ ou vers −∞ selonle signe de u0 − ℓ. La suite (un) est don
 divergente (elle tend vers une limite in�nie).
• Si α < −1 alors la suite géométrique (αn) os
ille (
hange de signe une fois sur 2) de plus en plus loin de 0.Par 
onséquent, (un) est divergente (elle ne tend vers au
une limite, ni �nie ni in�nie in�nie) sauf si u0 = ℓ,auquel 
as la suite (un) est 
onstante. De plus, la suite (un) est non bornée.
• Le 
as α = 1 a été ex
lu dès le départ 
ar la suite (un) serait arithmétique, 
f paragraphe 1.
• Si α = −1 alors la suite géométrique ((−1)n) os
ille 
onsatmment entre la valeur 1 et la valeur −1 (elle prendla vaeur 1 ou −1 une fois sur 2). Par 
onséquent, (un) est divergente (elle ne tend vers au
une limite, ni �nie niin�nie in�nie) sauf si u0 = ℓ, auquel 
as la suite (un) est 
onstante. De plus, la suite (un) est bornée.2/ 2


