Démonstration par récurrence. CORRIGE 1

Exemples de démonstrations par récurrence.

Exemple 1 :

. . n(n+1
Montrer par récurrence que pour tout n entier, n > 1l,ona: 1+2+4.---4+n= %
Démonstration :
4 . n(n +1)
Montrons par récurrence que pour tout n entier, n > 1l,ona: 14+2+4---+n = 3
Notons P, la propriété : 1 +2+---4+n = M .
e Initialisation :
La propriété P; est-elle vraie 7 A-t-on 1 = 1(12—+1) ?
w = 1. Donc P; est vraie.
o Hérédité :
Supposons que pour un entier n,n > lona: 142+ -+n = @; montrons alors que 142+ - -+(n+1) = w

1424+--+(n+1)=[14+2+---+n]+(n+1)

Or d’apres ’hypotheése de récurrence : 1 4+24---+n = @
Donc )
_l’_
1424+ (n+1)= %+(n+l)

De plus, on a :

n(n + 1) Fn+1) = n(n+1)+2(n+1) _ n+1(n+2)

2 2 2
Donconal+2+---+(n+1)= W et P,y1 est vraie.
e Conclusion :
La propriété P, est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n > 1.
n(n +1)
5

C’est & dire : pour tout n entier, n > 1, 1+24---4+n=

Exemple 3 :

2 2
. . n*(n+1
Montrer par récurrence que pour tout n entier, n > 1,ona: 13+ 2% + ... 4+ n® = %
Démonstration :
5 : 3 o3 s _n’(n+1)°
Montrons par récurrence que pour tout n entier, n > 1l,ona: 1°+2°+---+n° = 1
2 2
Notons P, la propriété : 13 +2% + ... 4+ n3 = "("+1).
e Initialisation :
csiz . 12(141)2
La propriété P; est-elle vraie 7 A-t-on 1 = 7 ?
2 2
1(1+1) = 1. Donc P, est vraie.

o Hérédité :
Supposons que pour un entier n, n > lona: 1>+ 23 +... 4+ n3 =

+1)%(n+2)?
que 13423 4. 4 (n 4 1)% = (ot (nf2)7

2 2
1
W; montrons alors

On a
P42+t (n+1)°2=[12+2°+. + 0’|+ (n+1)
or d’aprés ’hypotheése de récurrence : 13 + 23 4+ ... 4 n3 = "2(’17“)2.
Donc 5 )
1
13+2‘°’+---+(n+1)3=w+(n+1)3

De plus, on a :

n%(n+1)32
4

s _ n*(n+1)>+4(n+1)°>  (n+1)20*+4(n+1))  (n+1)*(n® 4+ 4n +4)

4 4 4

+(n+1)

Et on reconnait Iidentité remarquable n? + 4n + 4 = (n + 2)2.

Donconal®+2%+...+(n+1)3 = w et P,y est vraie.
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e Conclusion :
La propriété P, est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n > 1.

2 2
Nt . n“(n+1
C’est a dire : pour tout n entier, n > 1, B+ 4. 4nd= %

Exemple 5 :
Montrer que pour tout entier n, n > 1, on a: 271 < n!

Démonstration :
Montrons par récurrence que pour tout entier n > 1, on a : 277! < n!

Notons P, la propriété : 2771 < p!

e Initialisation :

La propriété P, est-elle vraie ? A-t-on 20 < 1!'?

20 =1 et 1! = 1. Donc P; est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n > 1 on a : 2"~ < n!; montrons alors que 2" < (n + 1)!
D’apres hypothese de récurrence, on a 2" ! < n!. Donc 2 x 271 < 2 x (n!)

Or (n+1)!'=(n+1)x(n!). Donc puisque 1 <n,2<n+1let2x n!)<(n+1)xn!)=m+1)!
Et on a donc 2" <2 x (n!) < (n+1)!

Donc 2™ < (n + 1)! et P,y1 est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n > 1.
C’est & dire : pour tout n > 1, 2" < n!

Exemple 7 :

. P Sy + 3
Montrer que la suite (u,) définie par ug = 3 et upq; = % est constante.
Un,

Démonstration :
Montrons par récurrence que u, = 3 pour tout n € N.

Notons P, la propriété : u, = 3.

e Initialisation :

La propriété Py est-elle vraie 7 A-t-on ug =3 ?

Ceci est vrai d’apres I’énoncé. Donc Py est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n € N on a : u, = 3; montrons alors que u,4+1 = 3.

Su, +3 _ 5x3+3

It e +3  3+3
car d’apres I’hypothese de récurrence : u,, = 3.
De plus, on a :
5x3+3 3
3+3

Donc on a uny+1 = 3 et P,y est vraie.
e Conclusion :
La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.
C’est a dire : pour tout n € N, u, =3 .

Exemple 10 :

Su
Soit 1 ite défini =1let - _Jn
oit (uy) la suite définie par ug et Upt1 3u. 43

Montrer que u, > 0 pour tout entier naturel 7.

En déduire que (u,) est bien définie.

Démonstration :

Montrons par récurrence que u, > 0 pour tout entier naturel n.

Notons P, la propriété : u, > 0.

o Initialisation :
La propriété Py est-elle vraie ? A-t-on ug > 0 ?
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Ceci est vrai car d’apres I’énoncé ug = 1. Donc Py est vraie.
o Hérédité :
Supposons que pour un entier n € N on a : u, > 0; montrons alors que ;41 > 0.

Sup,
3u, +5

Et d’apres 'hypothese de récurrence : u,, > 0. Donc 5u, > 0 et 3u, +5>5> 0.

Par conséquent, 33315 > 0. Donc on a un4+1 > 0 et P41 est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.
C’est a dire : pour tout n € N, u, > 0.

Unt+1 =

Puisque ’on a : pour tout n € N, u,, > 0, on a : pour tout n € N, 3u,, + 5 > 0. Et la suite (u,) est bien définie.

Exemple 16 :
Soit > 0. Montrer que pour tout entier naturel n, (1 + z)® > 1+ nz.

Démonstration :
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, (1 + x)" > 1 + nz.

Notons P, la propriété : (1 +z)" > 1+ nz.

o Initialisation :

La propriété P, est-elle vraie ? A-t-on (1+2)° > 17

Ceci est vrai car (14 x)° = 1. Donc P, est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n € Non a : (14 2)® > 1 + nz; montrons alors que (1 +z)"t! > 14 (n + 1)z.

1+z)"™ =1 +2)"(1 +2)

D’apreés ’hypothese de récurrence : (1+ )" > 14+ nz. Et 14+ 2 > 0. Doncon a (1+z)"(1 +z) > (1 + nz)(1 + ).
Et (1+nz)(l+2)=1+Mn+Dzr+n2®>>1+ (n+1)x.

Par conséquent (1+ 2)"Tt > 1+ (n+ 1)z et P,y est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.

C’est a dire : pour tout n € N, (1+z)" > 1+ nax.

Exemple 20 :
Soit (uy) la suite définie par ug = 2 et upr1 = V6 + uy.
Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 2 < u, < 3.

Démonstration :
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 2 < wu, < 3.

Notons P, la propriété : 2 < u, < 3.

o Initialisation :

La propriété Py est-elle vraie 7 A-t-on 2 <wug <37

Ceci est vrai car ug = 2. Donc Py est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n € Non a : 2 < u, < 3; montrons alors que 2 < u, 1 < 3.
Unt1 = /6 + up, et d’apreés hypotheése de récurrence : 2 < u, < 3. Donc 8 <6 +u, <9. Et 2v/2 < 6+ u,, < 3.
De plus, 2 < 2v/2 donc on a 2 < /6 + u, < 3.

Et par conséquent 2 < upqq < 3 et P,y est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.
C’est & dire : pour tout n € N, 2 < wupyq < 3.

Exemple 21 :
Soit (u,) la suite définie par ug = 0 et up1 = 2(upn + 2").
Montrer que pour tout entier naturel n, on a : u, = n2".
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Démonstration :
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : u, = n2".

Notons P, la propriété : u, = n2".

e Initialisation :

La propriété Py est-elle vraie 7 A-t-on ug =0 ?

Ceci est vrai d’apres I’énoncé. Donc Py est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n € N on a : u, = n2"; montrons alors que u,;1 = (n + 1) 2",
Unt1 = 2(up + 27) et d’apres Phypothese de récurrence : u,, = n 2",

Donc 2(u, + 27) = 2(n 2" +2") = 2(2"(n + 1)) = 2" (n + 1).

Par conséquent u,,1 = (n + 1) 2"t et P,,1 est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.
C’est & dire : pour tout n € N, u, = n2".

Exemple 22 :

Soit (uy) la suite définie par ug = 0 et upr1 = V2 + uyp.
Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 0 < u, < 2.
Montrer que si z € [0;2] alors z < /2 + .

En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

Démonstration :
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 0 < u, < 2.

Notons P, la propriété : 0 < u, < 2.

e Initialisation :

La propriété Py est-elle vraie 7 A-t-on 0 <wug <27

Ceci est vrai car ug = 0. Donc Py est vraie.

o Hérédité :

Supposons que pour un entier n € Non a : 0 < u, < 2; montrons alors que 0 < u,4+1 < 2.
Unt1 = /2 + up et d’apres hypothese de récurrence : 0 < u, < 2. Donc 2 <2 +u, <4. Et V2 <2 ¥ u, <2.
De plus, 0 < v/2 donc on a 0 < 2+ u, < 2.

Et par conséquent 0 < uyp4q < 2 et P,y est vraie.

e Conclusion :

La propriété P, est vraie pour n = 0 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N.
C’est a dire : pour tout n € N, 0 < u, < 2.

Montrons que si z € [0;2] alors z < /2 + .

Soit z € [0;2] fixé; alors z < /2 + z équivaut & 2 < 2 + z car la fonction x +— 2% est croissante sur Rt .
Or si on pose P(z) = 2% — x — 2, polynome de degré 2, on trouve A = 9 et les racines —1 et 2. Et P(x) est négatif
entre les racines. Donc on a en particulier 22 — z — 2 < 0 pour tout x € [0;2].
On a donc z < /2 + z pour tout x € [0;2].

Puisque z < /2 + 2 pour tout z € [0;2] et que pour tout n € N on a 0 < u,, < 2 alors pour tout n € N on a
tUn < V2 + Uy
Donc pour tout n € Non a u, < Upyq-
Et la suite (uy,) est croissante.



